"JM.L
FRArMcESes AN, ALricrl

APPUNT Ul CANAL blScesTl

Capitolo 6

Canali discreti senza memoria

'

In questo capitolo viene introdotta la formalizzazione matomatica dei canali
discreti senza memoria, ln mutua informazione e la capacita di canale, La
discussione & condotta con particolare riferimento a esempi tipici, incluso il
canale binario simmetrico e il canale esteso,

6.1 Il canale discreto

In un sistema di comunicazione, anche molto complesso, e che pud quindi in-
cludere stadi intermedi di modulazione, tratte elettromagnetiche, codifiche
¢ altro, & utile modellare il problema della comunicazione tra i due terminali
estremi in maniera globale equivalente, L'obiettivo di riferimento & ripro-
durre a destinazione, nella manicra pity affidabile possibile. una sequenza di
simboli emessi da unn sorgente discreta. Le degradazioni dovute al canale,
genericamente associate al rumore presente nel collegamento, tipicamente
causeranno degli errori, ovvero non tutti i simboli trasmessi potranng es-
sere riprodotti fedelmente a destinnzione. Sard responsabiliti del progettista
tenere in conto tali effetti ¢ controllare le prestazioni mediante un controllo
della potenza in trasmissione ¢ mediante a introduzione di opportune cod-
ifiche.

La figura 6.1 mostra lo schema generale di riferimento di un cenale
tempao-disereta dove all'ingresso e all'uscits sono presenti rispettivamente
le sequenze {X{k|} ¢ (Y[k]}. I simboli delle due sequenze sono prelevati
rispettivamente dall’effabeto dei simboli di ingresso X' = {ry, 24, .., 2,}, ¢
dall’elfabeto det simbolt di usexta Y = {yy, ya. -, Y }- Si noti che in generale
gli alfabeti di ingresso o di uscita possono essere diversi, e quindi avere anche
cardimalith diverse. Adotteremo qui ln formabizzazione generale anche se il
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Xk = 20Xk — XX +1)...

canale
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Figura 6.1: 1l canale tempo-disereta

.

easo pin tipico, come vedremo in dettaglio in seguito, & quello del canale
rumaorvse in eui i due alfabeti X e Y coincidono ¢ il canale ¢ preposto alla
riproduzione affidabile in uscita dei simboli di ingresso.

Se il sistema ¢ tale che il simbolo di uscita Yk| dipende sola dal simbola
di ingresso X[k}, il canale & detto senza memoria. In tal caso il mecca-
nismo i associazione opera simbolo-a-simbolo. Ogni volta che il sistema
opera una associazione su un elemento della sequenza, di dice che il canale
& stato usato una volta. Se la sequenza di ingresso & anch’essa senza memo-
ria, ovvero € a simboli indipendenti ¢ con distribuzione stazionaris, non @
necessario portare in conto Uindice tempaorale & dei vari usi del conale, ma
¢ sufficiente concentrarsi su un sistema con ingresso ¢ uscita aleatoria X ¢
Y rispettivamente. In questo capitolo ci soffermeremo solo su questo tipo
di modello rimandando il lettore, per i canali e le sorgenti con memoria, o
successivi approfondimenti, o alla vasta letteratura sull'argomento.

La figura 6.2 mostra schematicamente il modello del canale. Si tratta
di un grafo orientato in cui ad ogni ramo & associata una probabilitd con-
dizionata, Piu formalmente, st definisce conale di informazone discreto
senza memona, l'insieme di un alfabeto d'ingresso X' = {ry, zq, . 2}, di
un alfabeto di useita Y = {y. gy, oo Yo} € di un insieme di prababilita
condizionate P(ylr,) = Pr{Y = y|X = x;}, i = L...m. j = 1,...n, che
rappresentano le probabilita con le quali i simboli di ingresso si traducono in
simboli di uscita.  Le probabiliti che caratterizzana il canale sono contenute
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Figura 6.2: 1l canale di informazione discreta

in maniera compatta nella matrice di canale

[ Plnslzy) Plwlz) . . . Plymlz)
Pu - P(yllri) P(Jh?!z) . e P(ymir'))
| Plulaa) Plyslsa) - - - Plumlza)
C P P v oo P
= | Pn Pa . P | (6.1)
By B L R

Ricordiamo come in generale la dimensione dell’alfabeto di uscita possa
essere diversa da quella dell'alfabeto di ingresso, anche se il caso pit tipico
equello in cui i due alfabeti hanno la stessa cardinalita e il canale & preposto
al trasporto affidabile dei simboli. Vedremo alcuni esempi che chiariranno
meglio il modello,

Lo matrice di canale P, & tale che la somma degh elementi di ogni riga
& pari a uno !

S Ri=1 i=1,.n, (6.2)

=1
ovvero in forma matrciale
Ptem = €y, (63)

'Una matrice di probabilith con tale propricti & anche detea matrice di Markov o
mafrice stocastico,




ol 4

GO CAPITOLO 6. CANALI DISCRETI SENZA MEMORIA

dove e, = (1.1, .., lJT @ il vettore unitario di lunghezza n. La distribuzione
— —
di probabilita dei simbali d'uscita
My = {P(w), Plyz), . Plum) }, (6.4)

si valuta dalla conoscenzn delle probabilita dei simboli dingresso, dette
probabilita a prion

My = {Plxy), Plaa)y ... Plza)), (6.5)
mediante la legge della probabilita totale

Ply) = 5 Pyl )PE). = 1,m. (66)

(B3}

Definendo | vettori delle probabiliti a priori ¢ di uscita come
me = [Ply), oy Plen)]” , my= [P} Pyl (67)

e possibile esprimere la relazione tra la distribuzione degli ingressi e quella
delle uscite in forma matriciale compatta

wy = Pln,. (6.8)

Esempio 6.1 5i consideri il canale avente alfabeto di ingresso X = {ry, rs, 25},
alfabeto di uscita ¥V = {y). 2, ws} € una matrice di canale

ST

E' qui mostrato un segmento i una possibile realizzazione di ingresso e uscita
in cul si @ assunto che le probabilith a priori dei simboli di ingresso siano uguali
Iy =(1/3,1/3:1/3}.

(XK}=w. 21 o3 2y ®3 22 31 T &y Ty F3 T3 XT3 T3 T3 T

(YR} =o 0 w2 2 om0 12 3 U3 M8 1 W2 W mmn;zéi.
Si noti come i simboli di ingresso {z;, 29,23} all'incirea nella meta dei casi si
trasformano in {yy, yp, ys } vispettivamente. Nel rimanenti cosl ognino si tramuota
in uno degli altri due con uguale probabilita, Si tratts ovvismente solo di un
hreve segmento di una possibile realizzazione.
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Le probabilita Py;lz;), dette probahilite diretle del canale, carattoriz-
zano quindi il meccanismo aleatorio con il quale i simboli di ingresso si
trasformano nef simboli di uscita.  Analogamente, & possibile descrivere,
come 1 simboli in uscita provengano in probabilita dai simboll di ingresso,
ovvero, usando il teorema di Bayes, ottenere le relazioni “inverse” del canale

Py;|x) P(x;) ;
= i
P(xily;) = S Plyin P! Y i3 (6.11)

Tali probabilith sono dette probafalita o posterior: (o probabilita tnverse) del
canale. Ogni P(z,|y;) rappresenta s probabilita che, osservato il simbolo
¥y I uscita, in ingresso ci sia stato 2y, Da qui il nome “a posterion” visto
che esse descrivono la probabilita dei simboli di sorgente “dopo che” un
simbolo in uscita & stato osservato. Si noti che comungue le probabilita
a posteriori dipendono anche dalle probabilits o priori. Le probabilita a
posteriori possono essere anch'esse organizzate in una matrice

[ Ploylin) Pleylwm) . . . Pledyw)

P - P(‘t?‘yl) P(Iil!h) SR P(“'!hhu)

r
L P(IN'”|) Plxulw) - - - P(J:n!ym)
" PS!'!‘!!P!"![ i EL—‘J
I'(nl Z
- | Epal ﬂ‘“ﬁ‘Lsu “"’ﬁ’.‘»u L (6.12)

e g | g

La generica colonna j-esima della matrice rappresenta tutte le probabilita
a posteriort deghi nosimboli di ingresso corrispondenti alla osservazione di
¥y ¢ chiaramente sommano a uno, La matrice delle probabilith a posteriori
puo essere espressa in fonma compatta nella relazione matricinle

P, = diag(n, )P, (diag(x,))™". (6.13)

St nati inoltre come le probabilits condizionate del canale siano diverse dalle
probabilith congiunte

Plug z) = Playy) = Plugle) Ple) = Pledu) Plws), ¥ .50 (6.14)

che rappresentano ln probabiliti che all'ingresso e all'uscita del canale ci
sinno simultancamente x; e y,.
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E" interessante notare come lo probabilitd n posteriori possano essere
utilizzate da un ricevitore che osservi I'uscita Y per ottenere informazioni
sull'imgresso X Infatti. se un ricevitore in uscita osserva il simbolo gy,
dalla conoscenza della struttura del canale e delle probabilith a priorl, pud
caleolarsi lo n probabilita & posteriori e avere quindi una idea di quale
potrebbe essere stato il simbolo in ingresso ad aver generato quel simbolo in
uscita. Confrontando i valori delle probabilita a posteriori, il ricevitore pud
“decidere” di scegliere il simbolo di ingresso & a cui corrisponde il valore
massimo, Ovvero se in uscita si & osservato

T = arg nax Playiyy). (6.13)

Tale criterio & detto eriterio MAP (Maximum A Pasteriori) o eriterio a
massima probabilita o postersors . 1] criterio MAP verrd approfondito in
soguito,

6.1.1 La probabilita di errore

La matrice di canale o le probabilitd a priori, consentano di valutare le
probabilitd di qualunque evento collegato al canale. Approfondiamo il caso
tipico di canale quadrate (n = m) e valutiamo 'efficacia con la quale il
capale trasferisce 1 simboli dell’alfabeto X', vell'alfabeto Y nella corrispon-
denza x; + y;, 1 = 1,...,m, che consideriamo come quella relativa al “cor-
retto trasporto.”® La probabilita che un simbolo sia ricevuto erroncamente o
correttamento @ facilmente caleolabile, Pilt precisamente, si definisce prob-
abuita di errore condizionate al stmbolo i-esimo
n
Ple) ™ Pr{errore | trasmesso z,} = Y. Plyle), (6.16)
1214

*Credo sia interessante far notare al lettore comse i problema dells decisione sul sim-
bola di ingresso pit probabile, wnn volta che sl sis osservita uni particolare uscitn, sla
un problemu di diagnoatica. Infutti se attribuinmo ai simboli di ingresso il significato
di possibill “enuwe,” © ad simboli di uscita guello di “sintom),” lo scopo della decistone
&, dullu ¢ dei mismi pit 0 meno aleatori con cul le cause generano del
sintoml, risalive alla causa, o alke cause, pit probabifi. St noti come anche lo probabilith
n priori delle vario cause giockino un ruolo eruciale. Una dingnosi medicn si busa sempre,
in msniera pil o nume consapevole, su guesto meceanksano di decisione.

ISt notl come la corrispondenza, purché sia biunivoca, & arbitraris. Infatti si potrel-
hare adottare delle sssocinsiond diverse ds definive come “favorevoli.™ Si noti perd che
una qualungue g associazione snrebbe equivalente ad unn rictichettaturn, o permu-
tazlone det o . Pertanto In sssocinzione o < y,, + = 1, .., m non comporta perdita
di generalit senpre considerate come quelln di riferimento,
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ovvero la probabilita con la quale il simbolo i-esimo viene confuso con altri
simboli dopo la trasmissione sul canale. La probabilita di ervore media,
ovvero la probabilith di errore medinta su tutti 1 stmboli, & inveee

Ple) =S Ple)Pz) =3 3 Plule)Plz)  (617)
=]

=1 =1ga

e rappresenta una misura globale di affidabilita del canale.

E' generalmente pili semplice esprimere la probabilita di errore in fun-
zione della probabilita dell’evento complemento, ovvero in termint di prob-
abilita di corvetta ricezione

Pley) &f Pr{corretta ricezione | trasmesgo v} = P(ylz;), (6.18)

OVVETO

n n
Ple) =1=Ple) = 1= Plee)P(x;) = 1 = 3 P(y|xs) Pxi).  (6.19)
=l il
Le relazioni precedenti si serivono in forma matriciale come
P{e) = 1— Pic) = 1 - diag(P,) = ;. (6.20)

dove diag(P,) & il vettore colonna formato dagh n elementi delia diagonale
diP.?
Esaminiamo ora alcuni tipici esempi di canale,

6.1.2 Il canale binario

Questo esempio, che costituisee di gran lunga il canale piit importante nella
teorin delle comunicazioni, ¢ definito mediante i due alfabeti binard

X={01}, Y={01}, (6.21)
¢ la matrice di canale
-m) m
e = . 6.22
% » (=) (6.22)
[ grafo relativo & rappresentato in figura 6.3. Si noti come la n »t‘ri)cc di
2 et

“La nostra convenzione sulla funzione diag(.) &
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() o~ - - ()

Figura 6.3: Il canale binario

canale dipenda solo dat due parametri, gy e py, che rappresentano proprio
I 3 A . '
le probabilitd di errore condizionate dai simboli “0" ¢ “1"; Pleg)

m
Pley) = py. Quindi. in ge

rale, la probabilita che un stimbolo venga confuso

con 'altro pud essere diversa per 1 due simboli. Il calcolo della probabilita
di errore media richiede la conoscenza delle probabilitd a priori dei simboli

in ingresso

ﬂ':‘ P20y, (1) I'||.“.l1 P, (6.23)

el ¢ pertanto

Ple) 1 = Ple) = 1 = (P{eag) P(0) + Pey ) P(1))
1= (1 = py) P(0) = (1 = py)(1 = P(0))
moPL0) <+ py{l = P(0)). (6.24)
Le probabilita dei simboli d'uscita sono
P{Y =0} P{Y =0lX =0}P(0) + P{Y =0|X = L}P(1)
(1 — pg) PLO) +mll - P{)
P{ 1} P{Y = 11X = 0} P(0) = P{} HX = 1}P(1)
mP{0) + (1= p)(1 — P{0)) (G
Le probabilitd n posteriori sono
PlY = 0|X = 0} P(0)
P{Y =0}

P{Y = 0}X = 1}P(1)
P{Y = 0)
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P{X =0y =1}

P{X =1lY =1)

felia 4

7l
i1 — P(0))
P{Y =0} '
P{Y =1|X = 0}P(0)
P{Y =1}
mP(0)
PlY =1}’
P{Y =1|X = 1}P(1)
PlY =1}
N (1 —py(1 -P(O)). (6.26)

PlY =1}

Quando le probabilita di errore condizionate sono uguali (py = p; = p), il
canale & detto canale binario simmetrico, o BSC (dall’inglese Binary Sym-
metric Channel). La probabilits di errore medin diventa semplicemente

Ple) = pP(0) + p(1 - P(0)) = p,

(6.27)

ed @ indipendente dalle probabilitis a prieri, Le probabilita dei simboli di

uscita diventano
P{Y =0}

P{Y =1}

]

(1= p)P(0)} +p(1 - P(0))
PO)(1 - 2p) + p,

pP(0) + (1 = p)(1 - P(0))
L—p~P0)(1-2p).

(6.28)

Analogamente le probabilith a posteriori

P{X =0)Y =0} =

P{X =1]Y =0} =

PIX=0Y =1} =

P{X=1Y=1} =

(1 - p)P(0)

PO)(1 - 2p) +p’

p(1— P(0})

PlO)(1-2P)+p'

pP(0)

1—p—P(0)(1-2p)’
(1 —=p)(1—P(0))

T—p-POn-2 %

E" anche interessante notare che nel BSC, se le probabilita a priori sono
uguali, P(0) = P(1) = %, abbiamo

P(Y=0}=P{¥ =1} = -

1
7
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P(X=0Y =0} = 1—p,
P{X=1Y =0} = p,
P{X=0)Y =1} = p,
P{X=1Y=1} = 1—-p (6.30)

Per maggiore chiarezza esaminiamo quanche esempio numerico di canale
binario.

Esempio 6.2 Supponiamo che un canale binario sta simmetrico con p = 0.2, Le
probabilith a priori siano P(0) = P(1) = 0.5, Un segmento tipico dei fussi binari
all'ingresso ¢ all'useita sono qui riportati:

A 01011101001100100101010100110100101101010010101 10100101001 10)...
A 00010101101110100111010101110100100 1010110101 1101 1010110100,

Si noti came nella sequenzs i ingresso i simboli siano divisi in percentuall quess
uguali {si ricordi che tratta solo di una realizzazione della sequenza aleatoria)
¢ come cirea il 20% sia in ervore, indipendentemonte dal simbolo. Le proba-
bilith delle uscite sano da equazione (6.28): P{Y =0} = P{Y =1} =0dele
probabilita a posteriori da (6.29)

PIX=0Y =0} = 08,

P{X=1Y=0} = 02
P{X=0Y=1} = 02
P{X=1¥=1} = 08 (6.31)

La prabahilita di errore medin & da (6.27): Ple) = p = 0.2, Le probabilita a priori
calcolate mostrano che ln migliore strategia per un ricevitore MAP che osservi
l'uscita per risalive all'ingresso, sarebbe quella di lasciore 1 bit innlterati. Infatti
dalle probabilisa & posteriori, se € & ricevuto uno ‘0" il simbolo pit probabile
wd essere stito trismesso & ancora lo zero. Lo stesso vale per il simbolo =1".
Ovviamente dopo In decisione MAP P(c) non cambia.

Esempio 6.3 Considerismo ora lo stesso canale dell'esempio precedente con p =
0.2, ma con simboli d'ingresso non equiprobabili: P(0) = 0.1 e quindi P(1) = 0.9,
Sono qui mostrati due segmenti tipici di una sequenza ingresso-uscitn

JTOTHIONII I RO LT R T A0I T2 012020202 0000000 0010100110,..
. 110011011011101101011 1103111 1I0NLLI0100 1111101 11101101102101,..

Si noti come solo cirea il 10% dei bit dell'ingresso sin pari al simbolo 0", come
cirea il 20% di tutti bit sia in crrore ¢ come ghi errori siano indipendenti dal
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gimbolo. La probabilith di errore & infatti da (6.27): Ple) = 0.2. Da equazioni
(6.24) v (6.29) nbbismao le probabilith delle uscite, P{Y = 0} = 0,26, P{Y =
1} = 0.74. e le probabilita a posteriori

P{X = 0|Y =0} = 03077,
PIX =1V =0} = 06923,
PIX =0lY =1} = 00270,
PIX=1Y=1} = 09730, {6.32)

E’ interessante notare come, dalle probabilita a pasteriori, un ricevitore che decida
con I regoln MAP associercbbe a qualunque sequenza di uscita una sequenza di
tuttd “1", Infatti quando 'oscita & 0", P{X = 1|Y = 0} > P{X = 0lY =0}, ¢
quindi conviene “deciders” per 1", Diversamento, se s @ esservato “1", P{X =
HY =1} > P{X = 0}Y = 1}, ¢ pertanto conviene lasciare il simbolo jnalterato.
La probabilith di errore a valle del decisore MAP diventa

Ple)yrap = Pr{trasmesso 0} = Pr{X =0} =0.1, 6.33)

che @ mighore di P(e). La struttura di questo esempio & evidentemente fortemente
influenzata dalla dissimmetrin delle probabilita a priori,

Esempio 6.4 Costruiamo ora un esemplo con un cannde binario non simmetrico
con matrice di cansle
08 02

Pe= [ 001 D99 | b
Si sssuma che § simboll di ingresso siano equiprobabili, ovvero P(0) = P(1) = 0.5,
Lo struttura della matrice di cannle ndica che il bit *0" verrd invertito con una
probabilita di 0.2, mentre il bit “1" solo con uns probabilita di 0,01, Un segmento
tipico del Husso binario all'ingresso e all'uscita o

LOI01TT101001100100101010100110100101 LO10100101021010010100110,..

LOLTTTLOI00T1001LGI0 L0001 110110101 1010100101 1110100111001 10,..
Si noti come § due simboli siano distribuiti quasi equamente al 50% nell'ingresso,
come sin stito invertito cirea il 20% degli “0" ¢ solo 1'1% degli “1" (in effetti
questo segmento nessun “1" & stato invertito), La probabilita media di errore, da
equazione (6.24), & Ple) = 0.1050, Le probabilita dei simboli di uscitn, da (6.25),
sono P{Y = 0} = 04050 ¢ P{Y = 1} = 0.5950. Le probabilith a posteriori du
(6.26) sono

P{X=0)Y =0} = 09877,
PIX=1Y =0} = 00123,
P{X=0Y =1} = 0.10681,
P(X = 1Y =1} = 08319, (6.35)

I
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0 1=~ po 0
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Figura 6.4: 11 canale binario con cancellazione

Da questi nsultat si evinee che un ricevitore MAP lascerebbe | simboli di uscitn
Inadteraty, in quanto se si osservs “0" in uscita, il simbolo di ingresso pii probabile
¢ ancora “0". Analogamente se =i osserva “1" in ingresso & ancora *1" ad essere
il piti probabile. Quindi Ple)yap = Ple).

6.1.3 Il canale binario con cancellazione

Questo canale prevede che in ricezione 1 simboli binari trasmessi possano
essere ricevuti erroneamente, o non ricevati affatto. L'alfabeto d'ingresso &
A = {0,1} e quello di uscita & ¥ = {0,1,+}, in cui al gimbolo “+” viene
attribuito 1] significato di “cancellazione”, Ly matrice di conale &

P‘ -l [ 1 =M — Do ™ P L (636)
m 1= —pa pa

Le probabilita py e py sono le probabilita di errore condizionate ¢ py, ¢ py
le probabilith di cancellazione condizionate ai simboli 0" e “1” ripettiva-
mente. La figura 6.4 mostra il grafo relativo al canale, 11 caso pifl tipico si
ha per cancellazioni e per errori simmetric: po =py =p.ep=p = p.
per cui la matrice di canale diventa

P.= I—=p—pe P Pe ] ! (6.37)
» l=p—p P
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Nello studio del canale con cancellazione, poiché la cancellazione non &
un vero ¢ proprio errore, piuttosto che parlare di probabiliti di errore media,
conviene caratterizzare la probabilith di corretta ricezione

Ple) = Play) P(0)+Pler) P(1) = (1—po—pa) P(0) + (1= —pa ) (1 —P(O)))-
(6.38
che nel caso simmetrico diventa

Ple)=1-p—p.. (6.39)
La probabilith media di caneellazione &
P{canc) = P(cancy)P(0) + P(canc; ) P(1) = po P(0)+per (1= P(0)), (6.40)
che nel caso simmetrico diventa semplicemente
Plcanc) = p. (6.41)

Anche le probabilita dei simboli di uscita e le probabilitd a posteriori sono
facilmente ottenibili ¢ sono lasciate al lettore per esercizio.

6.1.4 Canale ternario

Esaminiamo ora un esempio di canale i cui alfabeti di ingresso e di uscita
hanno cardinalith tre e sono costituiti dagli stessi simboli

X=(ABC}, Y=(AB.C} (6.42)
La matrice di canale & di dimensioni 3 % 3 ed ¢ per definizione

[ P{Y =AX=A4} P(Y=BIX=A} P{Y=ClX=A}
P,

P{Y = A|X = B} P{Y=BiX =8B} P{Y=C|X=5B}
P{Y=AX=C} P{Y=BIX=C)} P{Y=C|X=C)

[PM Pas PAC]

i

Pps Pgs Ppo (6.43)
Fea Pes Peeo

La probabilita di errore segue lo schema generale ed o

Ple) = PlY£X}=1-P{X =Y}

1= (P{X =AY =A}+P{X=BY=B}+PX=CY=0})

= 1—(P{Y =A|X = A}P(A) + P{Y = B|X = B}P(B)

+ PlY =0C|X =C}P(C))

= 1= (PaaP(A) + PaaP(B) + Pec P(C))

= 1-diag(P.) ., (6.44)
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dove . = [P(A)P(B)P(C)]" &il vettore delle probabilita a priori, Anche il
caleolo delle probabilita delle uscite o delle probabilith a posteriori seguono
lo schema generale e sono lasciate al lettore per esercizio,

Con riferimento a un caso numerico con probabilita a priori uniformi,
P{A) = P{B) = P(C)=1/3, e con matrice di canale

06 02 0.2
P.=]02 06 02|, (6.45)
02 02 0.6

€ qui mostrato un segmento di una possibile realizzazione di 40 simboli
dell'ingresso e dell'uscita del canale

...ABCABABCABACBCBACAACBBé‘BACABACBABCBCBCAC...
ABABBAACCBACCCBABAACBBCBBCACAABCBCBCABAC...
Stnoti la presenza per circa un terzo di ogni simbolo nell'ingresso o nell'uscita,
o come vires |1 40% dei simboli sia in errore (Ple) = 0.4).

6.1.5 Il canale perfetto

Questo caso particolare di canale quadrato ha matrice pari alla matrice
identita

10, .0
Pc - 0L g = 8 . Iu« (648)
0. ., 01

ed & detto canale perfetto, o senza rumore, per ovvie ragioni, visto che la
associazione tra simboli di ingresso e simboli di uscita & univoca o senza
errori. La probabilita di errore ¢ ovviamente nalla, Si noti che anche per
tutte le matrici di canale che sono permutazioni della matrice identitd (ma-
trici di permutazione unitarie) abbiamo una situszione di canale perfetto,
con la peculinrith che 1 simboli vengono associati in maniera diversa, ma
non confust. Per esempio la matrice

010
P.=|100], (6.47)
001

corrisponde ancora ud un canale perfetto secondo la associazione

Ly = . Iy e~ Ui Ty~ in (6:48)
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6.1.6 1l canale sempre in errore

Questo canale guadrato ha una matrice di capale costituita da zeri sulla
diagonale principale. Se si tratta di un canale simmetrico si ha -5 per
tutti gli altri elementi

0 1 dr
n-i : ! n—-1
kie: ) e ., ek
P‘ = | ‘w=1 nel n-1 | (649)
= ]
n-1 w=1

In questo ultimo caso 1 simboli saranno sempre in errore e confusi con uguale
probabilita con uno degli altri. La probabilith di errore & ovviamente pari
a uno,

6.1.7 Il canale massimamente confuso

In questo esempio di canalo (non necessariamente quadrato) i simboli di
ingresso s1 distribuiscono uniformemente sui simboli di uscita. Lo matrice
di canale &

I/m 1/m . . 1fm
Pyss I/m l/m 1/m ., 1/m (6.50)
1/m . . Um l/m

In tale canale, la osservazione dei simbaoli di uscita, non ci da alcuna infor-
mazione sui simboli di ingresso se le probabilita a priori sono uguali, Se
m = n (canale quadrato) o si pensa alla associazione uno-a-uno dei simboli
di ingresso con le uscite, abbiamo che Ple) = (n — 1)/,

6.1.8 Canale perfetto con cancellazione

Questo esempio di canale pud essere utile a modellare il trasporto di simboli
con perdite. Lo struttura della matrice di dimensiont n x (n+1) &

l_pr 0 o 0 P
p.=| 0 (=pd 0. 0 py (6.51)
0 2 .0 (l -Pe) Pe

dove p. & lu probabilith di cancellazione. Tutti i simbali, 0 sono trasferiti
inalterati sull'uscita, o sono persi. La probabilitd media di corretta ricezione
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Ty (l -ﬂil "
g (1 =y w2

Pe

) vl y
Ly Un
+ (canc.)

Figura 6.5: 1l canale perfetto con cancellazione

& chisramente P(e) = 1 - p,. La figura 6.5 mostra il grafo relativo al canale,

G.1.9 1l canale senza rumore

Il canale perfetto esaminato precedentemente @ un caso particolare del cosid-
detto canale senza rumore, Un canale senza rumore ha una matrice di canale
con un solo elemento diverso da zero in ogni colonna. Cio significa che ogni
simbolo di ingresso s trasforma in un simbolo di uscita, ma nessun altro
simbolo di ingresso si trasforma in quel simbolo. In altre parole, dato un
simbolo di uscita, ¢ possibile risalire in mantera univoca al simbolo di in-
gresso che lo ha generato. Lo figura 6.6 mostra un esempio di canale senzin
rumare con matrice di canale

j30000
P.=|00¢%3 101, (6.52)
000001

Si noti che per tutti 1 canali senza rmumore le probabilits a posteriori, per
tutte le coppie aventi probabilita dirette non nulle sono

P(J.' !y ) - P(yllxljp(zl) . P(V;i-ﬁ)P(:n)
- i Plyslm) Plxe)  Plyyle) Plm)
Per le altre coppie la probabilitd a posteriori ¢ nulla, Pertanto la matrice
delle probabilith o posteriori ha ln stessa struttura delle matrice di canale
ms con elementi unitari, Nell'esempio numerice riportato abbiamo che

110000]

=1 (6.53)

P, = 1110

00 (6.54)
Doooo1




6.1, IL CANALE DISCRETO 70
1) ﬁ“i\-‘ "
273 "
3 1/6
&y s
X w‘:‘t w 7
U3
xy L Y o

Figura 6.6: Un esempio di canale senza rumore

6.1.10 1l canale deterministico

Questo tipo di canale, contiene anch’esso come caso particolare il canale

perfetto e costituisce il caso dusle del canale senza rumore. Un canale

deterministico ha matrice di canale con un solo clemento diverso da zero in

ogni riga (¢ quindi pari a uno). Cid significa che ogni simbolo di ingresso

si trasforma in un simbolo di uscita senza ambiguitia. Lo stesso simbolo di

" uscita pud comungue provenire da piit di un simbolo di ingresso. Q ra
~ 6.7 mostra un esempio di canale deterministico con matrice di canale

100
£ Vi
AT L D 010
Y SRS IS Alaags. Cass bl Pe= 001 (6:55)
AL ‘mu—o&uwbt 001
= odad) 001

Le probabilith a posteriori riflettono la ambiguitd nel risalire al sigbolo di
ingresso, dato un simbolo di uscita, visto che pin simboli di ingrumosmno
averlo generato. Tale ambigui&iammcmc governata esclusivamente
dalle probabilita a priori. Per tutte le coppie ingresso uscita che hanno una
probabilitd diretta non nulla, abbiamo che

P(U)III)P(Il P(x,)
) Dr P(y,lr,)P(:r,) EGE-\‘. Plx)'

dove A indica il sottoinsieme dei simboli di ingresso che possono aver gen-
erato ;. Per le altre coppic la probabilith a posterior: & zero. Nel caso

Nobs (olelepon>diet)
. *4 pagiilas Ao va;/\-\.ﬁl\lm/“'w

ke
T et \-u.-av.ug,‘:t"- AL pl,th I"‘W“G“
3 Y S A iy ~> ;,‘ e MASa

ol
e W)“w f"""“’l"' L&--

P(xilyy) = (6.56)
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£y 1 Wi
Ty .-———‘—’—'_r—‘_’_'_'—
Ty 1 w2
X g Yy

Iy 1
75 :I/"d/_—;ﬁ—.
Iy 1
Figura 6,7: Un esompio di canale deterministico
Lo e
dell’ cscmpi&ﬁﬁbmmo che la matrice delle pmbablhm 4 posteriori &
[ Pley)

Plr )+ Pix)
1]

Pl
Pl 1+ Plaa)
0

]
0
1
P,= 8 e - (6.57)
Pz *P :;TF(-?H
g :—r—t..nﬁnim

Pize)+Plry}4+-Plag) |

0

oS oo

6.2 Il canale esteso

In analogia alla definizione di sorgente estesa. introdotta a proposito della
modelhistica delle sorgenti diserete, definiamo qui il canale esteso di ordine
N. La definizione di eanale esteso & di importanza cruciale per | teoreml che
seguiranno ¢ consiste nel considerare § simboli che si presentano all'ingresso
del cannle u gruppi di N. Secondo il madello di canule senza memoria
introdotto, le useite sono nnch'esse deseritte a gruppi di V simboli e ogni
simbolo di uscita dipende solo dal stmbolo presente all'ingresso nello stesso
istante, La figura 6,8 mostra lo schema di principio del canale esteso.  Pii
formalmente:

Dato un canale discreto senza memoria con alfabeti € matrice di canale:

A= {Ih T2, --'-xn}v Y= {”I- ll:h---u"m}- Pco (658)

w1 definisce conale esteso di ordine N il canale avente come alfabeto di in-
gresso, Ualfabeto delle sorgente estesa di ordine N di X';

N = {= -1'2 e :.}u (6.59)
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Xk~ N X[k =N+ 1] X~ X[ X[ 4+1]
N

i y.\’
AN esteso

N
L YE-NIYE-N+1) ., Y= 1Y KIYE4L] ...

Figura 6.8: [l canale esteso, di ordine N

come alfabeto di uscita, Uelfabeto della versiona estesa div ordine N dv Y

PV = sl b (6.60)

¢ come matrice di canale, la matrice:
PY = [Pr® =yfiX¥ =af}]ii=1uiMe =My (661)

delle probabilita dirctte tra ¢ simboli estesi di XY e YV, Le eardinatitd di
AN e YN sano rispettivamente; M, =nN ¢ M, = m",

La definizione di canale esteso non introduce aleun concetto nuovo,
ma consiste semplicemente in una riformalizzazione del funzionamento del
_canale senza memoria su blocchi di lunghezza N della sequenza d'ingresso,
" Le probabilith condizionate che costituiscono la matrice di canale possono
' essere calcolate facilmente come prodotti detle probabiliti condizionate con-
tenmte nells matrice P, del canale di partenza. Prima di approfondire il
caleolo della matrice di canale, esaminiamo un esempio di canale esteso per
chiarirne meglio la definizione.

Esempio 6.5 Tl canale binario esteso. Si consideri il cannle binario presen-
tato in precedenza. La sua vorsione estesa con N = 2 opera su coppic di simboll
binari ¢ ha alfabeti di ingresso o di uscita:

{ dier ol A A7 = {00,01,10,11}, Y2 = {00,01, 10, 11}. (6.62)
|

] D'
"V(AA' l’b\.l/« 'J\/‘—AJ_,MM“ }.?»—*6 (’«P\ \/vcm Cal~— fe{;—

r)«{ Ay lﬂlp)_ ru _ L(J‘)Q Qa oo AppSnlne s ":."‘ '*'rL-t/LLL:’) )

&‘.\LJ:‘P ﬁMu l: Tf"‘f"" ot 'T.W- S~ f/t ta(.*(¢_AL'7'/ﬁ o-m

l—l“—w_,\ _&(,L-' bﬁ3 (PR DT e LA Lﬂ-nl \Aas € c}"-"t fl% '
. . l; (',.‘_ -l"_/' = L

Can AA~ ALdA4 —HOLIAD At 2Ot

el Loodle. b i Dscen ool daskle’ taaiitais o
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La matrice di canale & facilmente ottenibile data la natura senza memoria del
canale. Ad es¢mpio:
P(Y? = 00.X? = 00}
P{Y? = 011X? = (0}
PiY?2=10X*=01} =

P{Y =0lX = 0}P{Y =0|X =0},
P{Y =0/ X = 0}P{Y = 1|X = 0},
PY =1X =0}P{Y =0/X =1},

(6.63)

polché Muscita ad ogni istante & condizionnta solo dall’ingresso allo stesso istante,
Analogamente 51 calcolano le probabilits per tutte le altre coppie, per cui ln
matrice di canale diventa:

[ PO0I00)  P(O10D)  P(1000)
P(O001) P(01/01) P(10/01)
P{00110) P(01]10) P(10{10)
| Plom11)  P(OLI1) P(10/11)

O=-m)?*  (1-pom
(1 =mim (1=m)l-m)
pi{l = o) Pito

| p mil=pi)

P! -

P(11/00)
P(11/01)
P{11]10)
P11)11)

m(l = ) I
mm ol —m)

(6.64)

(L= )1 =po) (1=p)po

(1=piim (1=p)?

Analogamente, i1 canale esteso per N = 3 consiste nells sssociazione di stringhe
binarie di lunghezza tre tra Pingresso o Muscits. GIi slfabeti sono:

= {000, 001,010,011, 100, 101,110, 111},

¥ = {000,001,010,011,100, 101,110, 111}. (6.65)

L matrice di canale si ottiene come nel cazo per N = 2 ¢ la si lascia al lettore

L'esempio del canale binario suggerisce una formula generale per la ma-
trice di canale del canale esteso. Per semplice ispezione della matrice, &
immediato vedere come la struttura generale della matrice P? sia

[ P{ws|x)Pe Plya|=)Pe . P{ylr1) Py
p? = | Plnlz)Pe Plylza)P, Pypmlx2) Py
| PluilzPe Pnlea)Pe . . . Plymlza)Pe

[ Pllpc PHP: .« o0 lepc
" PyP, PnuP, . . . PP, . (6.66)
L Pnlpc Pn.zpc . Pmnpe

?.Qu.u
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Si noti la struttura a blocehi dells matrice di dimensiont n? % m? dsultante.
E' riconoscibilo, dal caleolo matriciale, il prodotto di Kronecker tra la matrice
P. ¢ se stessa. Pertanto in generale si pud scrivere

PY=P.0P.8.8® Py (6.67)

N
dove il simbolo @ indica il prodotto di Kronecker. Annlogamente & possibile
formalizzare in maniera compatta la struttura degh alfabeti di ingresso e
uscita. Si consideri dapprima il caso per N = 2. Poiché 'alfabeto della sor-
gente estesa prevede la inclusione di tutte le coppie ottenibili dagli elementi
di X, possinmo costruire I'alfabeto di ingresso affiancando ad ogni simbolo
di sorgente tutti gli altri simboli in maniera grdinata, ovvero

A?

ESTC P 4 I OV JPSE ) SRS N E Tpmee )
= {TiFy s Br T TAT 11 ooy BTy iy ZnLyy o Tndn ), (6.68)

che il prodotto cartesiano di X con se stesso:
X=X xX (6.69)

Generalizzando, per una sorgente estesa di ordine N, abbiamo che
AN =X¥xXx..xX , WW=Yyx¥x.x) (6.70)
—————
N N
Quindi usando i prodotti di Kronecker si ha

wemoOwmg.2n, (6.71)
Nt it
N
=m0, 8.0, (6.72)
Nt it
N

dove ) ¢ w)} wono i vettori che contengono le probabilith di 1T e T1}Y,

R Tambigaith- el cansle

Seguendo il modello di canale discreto equivalente, abbiamo gia visto come
la osservazione dell'uscita possa fornirei la possibilita di fare delle suppo-
sizioni sul simbolo di ingresso grazie alle probabilita a posteriori, Si possono
pertanto mettere a confronto le probabilith a priori di X

{P(xs), P(xa), ..., Pza) }, (6.73)
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e le probabilita a posteriori di X una volta che si & osservato un sumbolo y;
in uscita

{P(zl'yj)r P(ltaly,)----.P(Inl.lb)}- (6'74)
La incertezza, o la informazione, collegata alle due distribuzioni pud essere
quantificata mediante la funzione entropia applicata ai due casi. Si definisee
pertanto entropia a priori di X

= 1
H(X) = § P(x,)log, Pl (6.75)
e entropia a posteriort di X, dato y,
Z 1
H(X|Y =y) =) Plru,) 0gg 5——- 6.76
(X1Y =) § (erlus) & oy (6.76)

Mediando sui simbali di uscita, abhbiamo la entropia media di X dato Y

HIX|Y) = 3" P HIXIY = y). (6.77)
a1

Pin esplicitamente.

HXIY) = 355 Plug)Plaslyy) logs F(—'@

;wlc-l

1
- :E::E:IQ(I"HJJIOE: ”(IIW )

i=1 j=1
= —Ellog, P(X|Y)]. (6.78)

La quantiti H(X|Y) & anche denominata ambiguita (equivacation) del cannde,
Seguendo interpretazione tipicamente associata all'entropia, possiamo dire
che H{X) © 'incertezza associata intrinsecamente a X, mentre H(X|Y) &
|'incertezza associata a X una volta che si ¢ osservato Y. Quindi un canale
“molto ambiguo” ha un valore di H(X|Y) vicino alla entropia a prior,
avvero la osservazione della uscita non & molto utile per risalire a X, Vicev-
ersa un canale “poco ambigua” & un canalo per cui la csservazione dell uscita
fornisce molta informezione sull'ingresso ¢ ha H(X|Y') prossima n zero.

6.4 La mutua informazione

Dalla definizione di ambiguita, abbiamo che informazione acquisits su X,
una volta che si ¢ osservato Y @ la differenza

HX YY) =H(X] - H(X]Y). (6.79)
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Tale differenza & Ia mutua informazione tra X e Y, o mintva informazione del
canale. Lo definizione di mutua informazione riveste un ruclo centrale netla
teoria dell'informazione in quanto rappresenta 'ammontare di informazione

mediamente scambiata tra X e Y, La mutua informazione st misura
in bit o nell'unitd corrispondente alla base del logaritmo usata. Essa pud
essere riscritta in varigmoddg

I(x,Y) MH(X)—H(X]Y)
n l n
= Y P(r)logy =—— P ZZP(J’. ui)logy ——— P(.L‘ ™)

1=l Il jml

= 1 nom
. ZZP(I"V’)I%zm -ZZ P(J‘nyj)lﬂgi' P(.r '”)

=l jumi =1 fml

R Plduy) vly \‘S
2.3 Pleouloss i = €[ Leg [{_m,

= nom P{x,.y,) v
o L R rmm-l

_ s ' Plylx) 7] (v 1x)
L2 Puls)Pedon - = ELLY s |
FA Pluylx)

.
g;mwln)ﬂz‘)lo& S, Py, 20 Pa) (6.80)

Per facilita di ealeolo, la mutun informatione pud anche essere espressa
in forma matriciale. Gli elementi all'interno della doppia sommatoria nella
espressions della entropia condizionata possono essere organizzate nella ma-
trice

[P(wln)luga i) =P, & (log, P;), (6.81)

tl!b)
dove < @ il prodotto termine a tcrmlne delle due matrici (detto anche
prodotto di Hadamard). Pertanto, moltiplicando per P(ir;) ¢ sommando
51 ha

H(XY) = —=(P. @ (log; P;)) e, (6.82)
Una ¢spressione completa delln mutun informazione ¢ pertanto
HX;Y) == [(Pe @ (logs Py)) e, — (logy . )] (6.83)

Prima di approfondire ulteriormente ln interpretazione della mitun in-
formazione ¢ la sua applicazioue al canale, csaminiamone aleute proprieti.
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Proprieta 1: J{X:Y) = I(Y;X). La mutua mformazione & simmetrica
rispetto ni suoi due argomenti.

Prova: Dalla terz'ultima ugunglinnza di oquazione (6.80), poichd Plag, y;) =
Plyj xi).&
Proprieta 2: [(X;Y) = H(Y) - H(Y|X),
Prova: Dircttamente dn Propricta 1 ¢ dalla definizione di mutua informazione
(6.79). &
Proprieta 3: Se X ¢ Y sono indipendents,

HIXIY)=HM(X), HYIX)= ‘H(Y}'. X Y)=0. (6.834)

Prova: Direttamente dalla definizione di entropia condizionata e dalla defimzione
di mutus informazione. A

La guantitd H(Y|.X) & anche detta “evidenza” del canale, in dualith con la
“ambigmita™ HIX|Y).

Proprieta 4: J{X;Y) =0

Prova: I risultato & immediato in quanto

—I{X:Y)

X pr P(x)Plyy)
ZZ”&-W)M:W

& e (PEOPE)
(M2€)§§P("'"’)( Plro ) ')

=1j=1

A

f1g3¢) (zz PP - 33 mz..m)

=1 y=1 =l y=l

0, (6.85)
dove & statn usata la disngusglianza Inz < > — 1. A

E' utile osservare che, nonostante la mutua informazione sia sempre
maggiore o uguale a zero, cio non vale necessariamente per la quantita

H(X) = HIXTY = y;). (6.86)
Aleum esempi nei problemi chiariranno la differenza.

Proprieta H(a): Le mutua imformanone 1{X:Y), fissate le probabilita
dirette P,, é una funzone concava di ..
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Prova: Consideriamo due distribuzioni per X, my, ¢ my, sventi probabilitia
Pi(z) e Pofxy) peri=1,..n Siade[01]c
Alr) = AP () + (L= A Pe(x), 1= 1.0 (6.87)

Valutiamo ia quantits I, — Afy — (1 — A [y, dove 1, 1, ¢ I3 sono le mutue infor-
maziond relative a P, B ¢ Py

ZF(!l.yﬂ?i)l’.(.r.)[(-,g2 Plysle)
J

Plyjlx) Piay)

Py, lxy)
. ARl
'\g Py |z )Py () logy —-ﬁ Pl Pl

- } ' ; P(y;ll")
(1-=2A) g Pyyle) Py(x;) logy 3o Pyl Pafay)

S0 PO 20 ) Py (20)
- ; S VJimii ivTme
4 %: Pukaiieg e ¥ Plyglm) Po(x)

o 4 sz(wl-tm)Pz(Im)
+ (= N2 Plsl=)Palen) oas SR 0 R

lofize) |AYS - Eun P(u,lxm)n(:m_))
S [A PR (' ¥4 Plyy e ()
= ’ o Yom P(V)Irm]}’ct-’m} -
L %"‘”’"”’“‘" (' S0 Pluy ) Palry) )] =%
{6.88)

La disuguaglianzn, in cui abbiano usato la relazione lnx > 1 — %, provis lin cone
veuta® & seoce pav U

Proprieta 5(b): La mutua mformazione 1(X;Y), fissate le probabalita 11,
¢ una funzone convessa di P,

Prova: Consideriamo due matrici di canale Py, ¢ Py, arbitrarie e indichiamo con
Pi(y;|z;) e Py(y;lx;) le probabilita condizionate in esse contenute. Lo probabilith
delle uscite sono nei due casi

Bily) = Y Pyl Ples),

i=1
Y. Balylz) Play), (6.80)
=l

SLa disuguaglianza & facilmente dimostrata usando In relagione Inx < x - 1. Sos-
tituendo a 2, 1, abbluno che Int < 1 — 1 ovvero ~lnx € 2 — 1 e quindi Ine > 1 - L,

FPa{yy)
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J = 1,...m, dove le probabilitd dei simboli di ingresso Pley). { = 1, ...,n sono
fissate. Consideriamo un qualunque A € [0, 1] e la espressione

Apl(lblxi] Af)~ A)&(”)lrl)'

APy () + (1 = A)Pa(y;lxi)] logy AP\(5;) F (L= M) Palyy) (6.90)
Ussndo In disuguaglianza (A.7) riportata in Appendice A, con
Soa = APiluyiz) + (1 - M) Palyjleo),
Db = AP(yy) + (1= A)Psluy). (6.91)

abbiamo che

AP (yshi) + (1 = A} Py(wjlr;)
AP(yy) + (1 — A)Palyy)

. AP (y;]i) > 4\&(”‘]:,)
< '\ﬂ(y;lxc)loaz‘\—m’w—) +(1 = A Pa(yyle;) logs "Paly;) (6.02)

Moltiplicando ambo | membri per Px,) ¢ sommando su 1 e j, abbiamo

APyl + (1 = M) Paly;|xi)

AP wsl20) 4 (1= M) Palys )] log,

3 Pl (AP (ylei) + (1 — A)Palyyl,)| logz

- MPy() = (1= N Palsy)
< AL Pl Al oty T
1= ) S Ples) Py 2,) logy 2201z, (6.98)
iy P?(y))

che sanclsce la convessita coreata. A

Va comungue menzionato che le definizioni di mutua informazione e en-
tropin condiztonata, qui introdotte con riferimento al canale discreto, hanno
validita generale ¢ si applicano a qualunque coppia di variabili aleatorie. ¥
Per arricehire il quadro delle definizioni basilari della tearia dell informazione,
& anche possibile definire una entropia congiunta

" m l
= N dogs o 6.
H(X,Y) .);{?:; Pz, y;) log, P {6.94)

Si tratta delia defimzione di entropia gia data, ma applicata alln variabile
congiunta (X,Y), La entropia congiuntn ¢ simmetrica, ovvero H(X,Y) =

“Per ulteriori approfondiment si eimanda {1 kettore a uno dei libri di testo sulls teoria
del'informazione suggoriti in coda al testo,
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H{Y, X), poiche Plx,, ;) = Py, x;). Le relazioni con H(X), H{Y) ¢
I{X:Y) sono facimente ottenibili \

T O PEPU) | &g S
Y3 Pl yy)logy o -I'EEP(’-*W"‘""p(z.)mm

H(X)Y) =
i=1 =l P(t"&< e
w m 1 "o
= ’I(X;Y) “+ ZZ P(r..y,)logzm +ZZ P(x..y,)log,—’_,—(llzs
: =1 7=1

=1 ja1

= —KX;Y)+ 3 P(xi)logy ﬁ + }_‘1 Plys) loga P—(]v;-)
' 5=

=l

= H(X)+HY) - I(X;Y) (6.95)

L'ultima relazione ha una interpretazione interessante: 1a autoinformazione
media (entropia) della coppia (X, Y) & la somma delle autoinformazioni me-
die marginali delle due variabili, meno la informazione tra esse mediamente
scambiati,

Dalln (6.95) e dalla definizione di mutua informazione abbiamo anche
che:

HIX.Y) = H(Y)+H(X|Y), (6.96)
HIY.X) = H(X)+H(Y|X). (6:97)

La interpretazione di questo relazione @ anch’essa interessante: la automn-
farmazione media (entropia) della coppia (X, Y) & la somma della autoin-
formazione di X (o di Y), pilt la autoinformazione media di Y dato X (o
di X dato Y). Quindi, se le variabili aleatoric X ¢ Y sone indipendenti,
ubbismo che

il

HX,Y)=H(X)+H(Y). (6.98)
La figura 6.9 mostra un disgramma che descrive sinteticamente lo re-
Inzioni esistenti tra Je quantita informazionali definite; H(X ), H(Y), H(X,Y'),
H(XTY), H{Y[X), 1{X;Y).
6.4.1 La mutua informazione per il BSC

Ricordiamo che la matrice di canale per il canale binario simmetrico &

| Plnley) Plwlz) | _[O=p) p
P, = Plilzz) Plwalxs) _[ P (l—p)]' (6.99)

Le probabilita dell’alfabeto d'ingresso siano
P(z)) ==, Plx))=1-m. (6.100)
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H(X) HY)

H(X,Y)

.

Figura 6.9: Le relazioni tra le quantity informazionali definite,

La mutua Informazione puo essere calcolata come segue

IX:Y)

]

HY) - H{YlX]

= H(Y)~ Egp(:nfb)k’gﬂ p(y )

= H(Y)- EP(I-)JZP(WM)IOSQ P(y )

= ‘H{Y)—ZP(I.) ((l—p)loszl] +Pl°&z;,)

=1

- HY)- ((1 YIS Lp Y ‘) (6.101)
Poiché le probabilith dei simboli di uscita sono

Ply) = (1=pl=+p(l ~7),
Ply) = pr+(1=p)(1=7), (6.102)
In mutuas mformazione diventa

1
= pir+ p(l =)

HX:Y) = (1= phr -+ (1 =) loga 5

et =gl bi s —lp)(l =)
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Figura 6.10; La interpretazione grafca della'mutna informazione del canale
binario simmetrico (a = (1 - pj7 + p{l — 7)).

1 1
— (1 = p)logy —— + plogy =
(( v g g:p)

= H{a) - Hip), (6.103)

dove a = (1 = p)7 + p(l = #) e I'nltima uguaglianza esprime la mutua
informazione come la differenza della entropia di due sorgenti hinarie. La
entropia di una sorgente binaria ¢ stata gia discussa nel capitolo precedente
ed ha la forma riportata in figura 6,10. Poiché al variare di = tra zero o
uno:

p<(l=-pm+p(l-m)<1-p, (6.104)

ovvero p < o < 1 — p, sulla figura la mutua informazione pud essere val-
utata graficamente. Si noti anche come la mutua informazione sia sempro
maggiore o uguale a zero.

La figura mostra anche l'evoluzione della mutus informazione se si si fissa
p (canale) e si fa variare 7, Il valore massimo della mutus informazione &

attinto per a = 3, ovvero per

1
- 3__] - 2’; ) (6.105)

La massima mutua wnformazione ¢ in tali condizioni:

1(X;Y) = 1 - H(p). (6.106)
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Un caso degenere si ha quando p = 0 (canale senza rumore) che fornisce
Hip) =0, 0 = 7 ¢ [{X;Y) = H(r). In tale situazione la massima mutua
informazione si ottiene per © = 1 od & pari g uno.

Un altro caso limite si ottiene quando il canale gencm ia massima confu-
sione, ovvero quando p = % per cui H(p) = 1. a = 1, H(a) = 1 ¢ la mutua
informazione ¢ nulla indipendentemente dal valore ds .

Esempio 6.6 Consideriamo il cenale senze rumore definito precedentomente,
Si ricordi come tutte le probabilith a posteriorl corrispondenti a coppie ingresso-
uscita con probabiliti diretta non nulin. fossero pori a uno. In tal caso abbiamo
ches

1x:v)

H(X) - H(X|Y)

n o om

= H(X)-3 Z Py, ) logg 55—

c-l J=1

= HX)- Z p(w)ZP(:.'ly;)k’Sz ——P(x.lw)

_'-l =1

P(r ;)

= H(X)- ): P(u,)z llogg 1

=l

= H(X) - 0=7((X). (6.107)

Il canale ha smbiguith H(X|Y) = 0 ¢ tutta 'informaztone H{X) prodotta alla
sorgente & trasferita all'uscita,

Esempio 6.7 Consideriamo il calcolo della mutua informazione per il concle
deterministico. In tal caso le probabiliti dirette del canale sono o uno o zero,
Pertanto

H(YIX)

ZZP(J\‘UJH‘%Q p(l/

jl-l =1

'.le(x‘)’-Z‘Ph’)lIl) 1081 P(y ;x‘)

=0, (6.108)

j2)

I

poichié 1logy 1 = 0 e Ulogy § = 0. Quindi la mutua informazione per il canale
detorministico ¢ semplicemente

HX:Y)=H(Y). (6.109)

Si noti ln duslith del risultato con quello ottenuto per il cannle senza rumore.
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Esempio 6.8 Caleolinmo lo mutua informazione per il cansle perfetto con can-
cellazione avente slfabeto binario all'ingresso (n = 2). St assuma che i due simboli
di ingresso abbiano probabilith Plzy) = 7 ¢ Pz} = 1 ~ w, Dalla matrice di
cannle abblamo

H(Y|X)

nom 1
2 Y Plyjlwi)Plxs) log, ',3(—_];';

=l =1

= (1= peImlog = + purlogs -

+(1 = pe)(1 —7)logy +Pc(1-!)|°lh

1=
= (1 —Pcllﬂ&l—:; *Pc}'DSzE
= Mip). (6:110)
Le probabilita dei simboli di uscita sono
Ply) = {1-p)m
Plua) = (1—pc)(1 -7},

Plus) = pextpe(l —7) = pe (6.111)
Pertanto 'entropis dell'uscita ¢
HY) = (1- h)ﬂk’hm +(1=p(1 - ﬂ)“’ﬂzm
+pelogy I’lc
= (L= pmogy T+ u - pelrlogy =
+(1 = pe)(1 = m)logy ——— “ =) + (1= pe)(1 - 7) logg —— “
+pe 1082 ==
= H(p.)+ (l = peyH(r). (6.112)
Pertanto ia mutua informazione del canale binario perfotto con cancellazione &
I(X;Y) = H(Y) — H(YIX) = (1 — p)H(r). (6.113)

Seguendo una procedura del tutto simile & passibile dimostrare che la mutua
informazione del canale m-ario perfetto con canceliazione @ in generale

HX:Y) = (1= pe)HX). (6.114)
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6.4.2 La mutua informazione del canale esteso

11 caleolo della mutua informazione del canale esteso ¢ importante per 1 teo-
remi sulla codifica di canale che segniranno. La ipotesi di base sulla natura
senza memoria di sorgenti e canali rende il calcolo abbastanza semplice.
Ricordinmo come |'entropia di una sorgente senza memoria estesa di ordine
N sia

HIXYN) = NH(X). {6.115)

Ricordando la definizione del canale esteso e miutandost con la figura 6.8, @
immediato osservare che ls sequenza di N simboli di sargente e la sequenza
di N simboli di uscita sono mutuamente dipendenti solo ad ogni istante di
tempo. Quindi Fambiguita del canale esteso pud essere scritta come

HIXY|YN) = NH(X|Y). (6.116)

Pertanto la mutua informazione del canale esteso per canale e sorgenti senza
memoria & semplicemente

HXY YY) = HXN) —HXY)YY) = N I X:Y). (6.117)

6.5 Capacita di canale

11 canale discreto, nella sua formalizzazione probabilistica, ha lo scopo di
rapprosentare il modello equivalente di un sistema di comunicazione che
consonta 1l trasferimento di informazione dall'ingresso all'uscita. Abbiamo
visto come Ja mutua informazione (X Y) quantifichi in generale ln capaciti
di fornire informazioni sull’ingresso una volta che sia stata osservata l'uscita
(o viceversa), La mutua informazione & quindi Ventita di informazione meo-
diamente scambiats tra ingresso ¢ uscita ed @ quindi suscettibile di essere
considerata come una misura di copacita del canale. Sfortunatamente essa
dipende non solo dalla matrice di canale, ma anche dalle probabilita dei
simboli d'ingresso. Ne ricordiamo qui di seguito la definizione

e Plylx)
Rkt M el s

Pertanto Ja mutua informazione non dipende solo dalle caratteristiche in-
trinseche del canale, ma anche da come esso viene utilizzato: al variore
delia distribuzione dei simboli di ingresso, la mutua informazione puo vari-
are notevolmente fino ad anmuollarst, Per esempio, se la distribuzione di

(6.118}
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probabilita sui simboli di ingresso & tale che uno dei simbali ha probabifita
pari-a uno, abbiamo che H(X) =0, H(X|Y) = 0 ¢ I{X:Y) = (. Poiche ln
mutua informazione ¢ sempre maggiore o nguale a zero, il minimo globale
& appunto lo zero, Tale situazione di assenzn i seambio di informazione
tra ingresso ¢ uscita, non @ certo la sitwaziono di interesse per 'utilizzo del
canale che @ tipicamente preposto al trasferimento dell'informazione. La
situazione opposta, ovvero quells di massimo scambio di informagzione, &
quella che riveste maggiore importanza nelle applicazioni, La definizione di
capacita di canale riflette proprio questo concetto,

La copacitd di un canale con ingresso X ¢ userta Y, ¢ ol valore massimo
della mutue informazione ottenute el vanare della distribuzione di proba-
bilita dex ssmboly d'ingresso:

€ = max I(X;Y). (6.119)

La capacita di canale, che st misura m bit (o nell'unita relativa alla base
del logaritmo usato), diventa quindi una proprietd intrinseca del canale o
costituisce una delle definizioni pint importami della teoria dell'informazione.
Implicitamente, si intende che la capacita del canale si riferisce ad un solo
wtilizzo ded canale, ovvero alls trasmissione di un solo simbolo della sequenza
di ingresso, Quindi se il canale & usato una volta agni 7" socondi, |a capaciti
pud anche essere espressa come C/T' e misurata in bit/sec (o nell'unita rel-
ativa alla base del logaritmo usato /sec). Vedremo nel prossimo eapitolo
come la capacita rappresenti il limite teorico superiore alla velocita di infor-
mazione per unn trasmissione affidabile attraverso il canale. Il secondo teo-
rema di Shannon, che sard discusso nel prossimo eapitolo, sancird appunto
che la capaciti di canale costituisce il limite oltre il quale non & possibile
ottenere una trasmissione a probabilita di errore t ur pbile. Rimandando

al prossimo capitolo 'approfondimento di questo 0, esaminismo ora
aleune proprietd della capacith,

C
Proprieta 6.1 C > (.

Prova: Qnests-proprieticdiseonds !lnctumwmo dalla positivita della mutun in-

formazione.

Proprietd 6.2 C < log,n,

Prova: C = max I{X;Y) = max(H(X) - H{X[Y)) < max H(X) = logan.

Q, mwl-'

o< sty

e
%L

‘(j;

=

( <&,

<"
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Proprieta 6.3 €' < log,m,

Prova: C = max I(X;Y) =max(H(Y) - H(Y X)) < max H(Y) = logam.

Da notare che nonostante la capaciti sis limitata superiormente da log, n
e logym, non & detto cho questi limiti siano ottenibili. Negli esempi tale
proprietd diventerd maggiormente evidente,

E' opportuno comungue menzionare che il caleolo della capacita di canale
non @ sempre facile da condurre in maniera analitica. Infatti, in molti
casi, probabilmente nella maggioranza dei casi, @ necessario fare ricorso a
delle procedure numeriche per valutare la capacia di un canale con matrice
arbitraria. | casi riportati qui di seguito, & riferiscono ad aleuni canali tipici
per cui & possibile ottenere una espressione jn forma chiusa, Altri esompi
saranno suggeriti net problemi. Un algoritmo per il caleolo della capacita
per una generica matrice di canale & la procodurn di Arhnotq-?Il_&)W
Jni discussione viene omessa per brevi S rimianda i1 Jelore a y

- over @ Thomas, 1991, p.367).

Esempio 6.9 Torniamo al canale binario simmetrico (BSC). Ricordismo come
ia mutus informazione sia

HX:Y) = H{(1 = p)w+p(1 = %)) = Hip) (6.120)

" Abbiamo gih visto como fssato p, e facendo variare 7 (la probabilith del primo
simbolo di ingresso), sbbiamo che il massimo della mutua informazione & pari a
I(X:Y) = 1 —H({p) esi ottiene per (1 - p)x+p(1 - 7) = §. Pertanto la capacith
ded cannle binnrto simmetrico @

C =1~ Mip) (6.121}

Figura 6.11 mostra U'andamento defls capacith al variare di p.  Si noti come
si tratti i uns funzione strottemente convessa ¢ che il minimo, pari & zero,
corrisponde sl canale che massimamente confonde i simbali di ingresso conp = §,
La mussimn capaciti di cannle, pari s uno. la si ottiene quendo p = 0, ovvero
in condiziont di canale perfetta, o quando p = | ovvero in condizioni ancora di
canule perfetto, ma con i simboli scambiati.

Esempio 6.10 Per il canale senza rumore | ealeolo dells capacits & molto sem-
plice. Poiche In mutua informazione & semplicemente /(X V) = H(X), il mas-
simo s ottiene quando 'entropia doll’ingresse & massima. Cio avviene quando i
simbali sono equiprobabili, Pertanto ls capacita del canale senza mmare &

€ = maxI(X:¥) = max H(X) = logzn. (6.122)
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0

ur-1

1r

Figura (.11: La capacith del canale binario simmetrico (BSC).

n rlsnlu}to ¢ di facile interpretazione in quanto tale canale & in grado di trasparzare
tutta |# informezione fornita dalls sorgente.

Esempio 6.11 Per il canale deterministico abbiamo un risultato analogo, Ab-
blamo gid visto come In mutus informazione sia J1{X:Y) = H(Y). Pertanto
I massimizzazione della mutua informazione corrisponde alla massimizzazione
dell'entropin dell'uscita al variare della distribuzione dei simboli di ingresso. Cid
si ottiene generanda upa distribuzione dei simboli di ingresso a cui corrisponde
una distribuzione uniforme sui simboli di uscita. Per vedere come cid sia sempre
possibile nel canale deterministico si guardi all'esempio numerico di figeea 6.7, Tn
tale esempio basts infatti distribuire I probabilith dell'ingresso per un terzo sui
primi due simboli, per un terzo sul terzo simbolo ¢ per un terzo sui rimanenti tre
simboli. Le proporzioni secondo le quali In probabilita & distribuita all'interno
di ogni gruppo di simboli i ingresso & irrilevante.  Infatei, so le propargion
globali sono rispettate | simboli di uscita saranno uniformemente distribuiti. 11
ragionamento pud essere applicata a qualungue canale deterministico, pertanto
in genersle la capacita &

Czullla‘xl(a\’: Y)=nl1|x:x7'l(}’)=log,m. (6.123)

Esempio 6.12 Come ulterfore esempio, in cut & possibile ottenere una espres-
sione in forma chinsa per la capacita, consideriamo il canale perfetto con can-
cellazione. Abbiamo gid visto come Ia mutua informazione sia I{(X;Y) = (1 -
P )H(X ), 1 valore massimo snche qui @ sttinto quando entropia dell'ingresso
& massima, ovvero quando 1 simboeli di ingresso sono equiprobabili. Pertanto la
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capacitd del canale perfetto con cancellazione @
C= max H{X;Y)= "r'tax“ =~ pe)H{X) = (1 = p.) logan. (6.124)

1l risultato & suscettibile di una interpretagione intuitiva: s massimn informazione
trasferibile dal canale & quells massima cmessa della sorgente (loga n). meno la
franzione persa.

7.1.2  Noisy Channel with Nonoverlapping Outputs

This channel has two possible outputs corresponding to each of the two
inputs (Figure 7.3). The channel appears to be noisy, but really is not.
Even though the output of the channel is a random consequence of the
input, the input can be detesmined from the output, and hence every trans-
mitted bit can be recovered without error. The capecity of this channel is
alsa 1 hit per transmission, We can also caleulate the information capacity
C = max /(X! ¥) = 1 bit, which is achieved by using p(x) = (4, §).

1

4 {
Lo K R

pravox

Y p——

<3 C: ‘L-'l

X

1

L]

FIGURE 7.3, Nowsy channel with nonoverlapping ontputs, € = | bit
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6.5.1 Tl canale simmetrico e la sua capacita

Un tipo di canale per cui & possibile ottenere unn vspresstone per la capaciti
in forma chiusa, & il cosidetto canale simmetrico. Un canale simmetrico ha
uua matrice di canale le cui righe e colonne sono tutte permutaziont Muins
dell'sltra. Tule canale ha m = n ¢ un esempio per n = 4 & dato dalla matrice
di canale

m I ™ (L —py =~ p2=py)
P = »m U=m-p—p) ™ "
> ” e (1=py—py = ps) ”m
(L= —pa—pm) m Ps
(6.125)

Si noti che tale matrice @ tule che anche I somma delle colonne & pari a uno
(le matrici con tale proprieti sono dette matricl doppiamente stocastiche),
Definendo p il vettiore delle probabilith contenute nella prima rign della

matrice, ls entropia condizionata s scrive come W glw‘
Ho
AXY = 3Pl S Pl logs — L PRI
HVIX) = 3P0 3 Pl logs s $
= X Pt=)mip) i (B
= Hp). (6.126) T B

Pertanto Ja mutua informazione diventa
HXLY)=H(Y) =H(YIX)=HY) - Hip). (6.127)

Lo mussimizzazione della mutua informazione richiede che si massimizei
H{Y') rispetto alle distribuzioni dell'ingresso. 1l massimo valore che H(Y ) ;
pud assumere & log, n e corrisponde alla distribuzione uniforme. Per nsare K
questo valore come il massimo nel ealeolo della capaciti & necessario pero
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necertarsi che esista una distribuzione sul simboli di ingresso che generi una
distribuzione uniforme sulle uscite. Cid in generale won & garantito per
qualungue canale, ma nel caso del canale simmetrico basta imporre una
distribuzione uniforme sullingresso per ottenerne una uniforme sull'useita

Ply;) = iP(VﬂIa)P(Ic) = %iP(y,-l:c‘) = %, 1=l (6.128)

=l (=1

Pertanto la capacita del canale simmetrico &
C =log,n — Hip). (6.129)

11 canale esaminato & denotato cone nSC (n-ary Symmetric Channel) ¢ 4
noti come siano casi particolari del canale simmetrico: il canale binario
simmetrico (BSC), il canale massimamente confuso. il canale sempre in
errore.

Esiste una estensione interessante del risultato sul canale simmetrico m
riferimento al cosidetto canele debolmente simmetrico, Un tale canale, che
pué anche non essere quadrato, & tale che tutte le righe della mutrice di
canale sono unn permutazione dell'altra (come nel canale simmetrico), ma
con il solo vincolo sullo colonne che esse sommino allo stesso valore, Un
esempio numerico & dato dalla matrice di canale

T

11 canale dobolmente simmetrico & definito proprio mediante le due proprieti
che ci consentono di ottenere la capacita (6.129). Pertanta la capacita del
canale debolmente simmetrico & ancora (6.129).

6.5.2 La capacita del canale uniforme

Un caso particolare del canale simmetrico © il canale umifarme avente ma-
trice di canale

(1 —Pe) an-"l n'l-‘T -1
Lo - Lo
P = o A=) N =1 ) (6.131)
o BHod - (=p)

dove p, & proprio la probabilith di errore. In tal caso gli errord suno distribuiti
in maniera uniforme s tutti i simboli fuori diagonale. Ricordiamo che
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X cariale Z caréale |2y Zi-y oariale Y

e

Figura 6.12: La cascata di L canali discreti.

anche il BSC & un caso particolare di canale uniforme. Si noti inoltre che
la probabilitd di crrore all'uscita del canale uniforme non dipende dalla
distribuzione dei simboli d'ingresso. Per un tale canale abbiamo

" Pe n—1
H(p) (1~ p.)lt::g,,.1 == 4 (n l)n 3 log, = (6.132)
1 n—1
= (1=pe)logy 7 — marof logy = (6.133)
= H(p.) + peloga(n — 1). (6.134)
Pertanto la capacith del canale uniforme ¢
C = logzn X H(‘pt) = Pe log,(n - l)- (6-]35)

6.6 La capacita del canale esteso { vs: W\ PE N bENT)

Ls valutazione della capacits CV del canale esteso & immediata, Infatti,
visto che la mutua informazione per un canale esteso senza memoris ©
I(XN,¥Y¥) = N [(X,Y), abbiamo che I capacita & semplicemente

OV = max (XY, YY) = wax NI(X;¥) = N C. (6.136)

6.7 Canali in cascata

miamo ora il comportamento di un canale discreto composto dalla cas-
ta di pit canali discreti. J& 6.12 rappresenta la cascata di L canali
isereti indipendenti dove la generica uscita Z; del canale [-esimo rappre-
enta l'ingresso del canale ({4 1)-esimo. Ovviamente le cardinalita dogli
alfabeti degli elementi della catena devono essere tali che la dimensionalita
defl’alfabeto di uscita di ogni canale sia uguale a quella dell'ingresso del
canale successivo. [l funzionamento della cascata & tale che sd un simbolo
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i sorgente il primo canale associa un simbolo di uscita secondo il suo mee-
canismo aleatorio. Tale simbolo ¢ poi soggetto nd una nuova trasformnzione
probabilistica nel canale successivo. Quindi la struttura a cascata inplica
cho

Pr(Y = yJ’X = T, Z] I gy ases Z[_-1 - Z“_-l"}

= Pr{Y = yj|Zp.y = 241y} (6.137)

Anulogamente per le probabilith a posteriori dell ingresso

Pr{X = alZ: = 2, i Zi-y = 2010 Y = yy}
= PY'{X = I('Z) = :1.'}. (6138]

Utilizzando le relazioni matriciali, abbiamo che lo probabilita dei simboli in
uscita sono
wy=PL i Phws: (6.139)

Quindi {a matrice di canale complessiva &
Pim Py B (6.140)

La matrice delle probabilith a posteriori globale, dall’equazione (6.13), di-
venta

P, = diag(m, )Py - - - Py (diag(PT, - - - PYim,)) (6.141)

1l caleolo della mutua informazione o della capacita di canale st esegue di-
rettamente (generalmente per via numerica) dalla conoscenza della matrice
di canale complessiva P

Figura 6.13: Un esempio di cascata di due canali disereti.
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Esempio 6,13 La cascata di due canali discroti & mostrata in figura 6.13, 1 due
canali hanno matrici

Pc)=
1-q q LA
11 canale disereto equivalente ha matriee di canale
[q(l—p)+(l—o)n m+(l—p)(1—q)]
P.=

q 1-q
D1 ] Pa-[l-" P ] (6.142)

» 1—-p (6.143)
(L=pit~q)+pg p(l-q)+q(l-p)

Per canall semplici ¢ cascate di limitata estensione, le probabilith di transizione

del canale complessivo possono essere valutate graficamente una per una dal grafo

relativo alla caseata: identifica la coppia ingresso-uscita, somma i prodotti relativi

a tutti i possibili percorsi nella caseata tra i due terminali.

Esempio 6.14 Consideriamo ora la cascata di tre BSC, Ognuno ha probabilitis

di errore condizionata pard a p. La eascata & lmw G.14.  Lecascate di

)

Figura 6.14: Un esempio di cascata di tre BSC

due e di tre BSC sono entrambe ancora BSC, La probabilith di errore condizionats
per un singolo BSC & p. Per due BSC, semplicomente guardando il grafo o
sommando i contributi dei due percorsi @ 2(1 — p)p. Analogamente per tre BSC,
gunrdando al grafo relativo alla casenta del BSC equivalente o due BSC, @ un
altro BSC, abbiamo

2p(1 - p)* + p{1 = 2p(1 - p)) = dp" ~ 6p° + 3p. (6.144)
Le mutue informazioni sono pertanto

HX:Zy) = 1 -H{p), 1{X:Za) = 1-H(2(1-p)p), HX;Y )= 1-H{4p"—6p"+3p).

(6.145)
Si noti chie grazie alla simmetria del canale risultante, le mutue informazion: nan
dipendono dalls distribuzione dei simboli d'ingresso, Quindi P'espressione della
mutus informazione della cascata & anche (WETSprESseEETrer la capaciti del
canale risultante,
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6.7.1 Il teorema del trattamento dati

Nello studiare la cascata di pin canali discreti emerge Uintuizione che in
qualche moda il livello di contaminazione dell'informazione proveniente dalla
sorgente sia proporzionale al numero di stadi dells catena. Infatti andando
ad analizzare la mutus informazione ¢ la capacitd del canale composto si
pud dimostrare che queste non possone che diminuire all’aumentare del nu-
mero di elements della cascata. Per fissare le idee, consideriama I cascatn
ci due canali di informazione ¢l e c2, rappresentati schematicamente come

« X&z4y, (6.146)
Le tre variabili e gli alfabeti relativi a ingresso, uscita del primo stadio. ¢
uscita del secondo stadio sono

Xect={xx, ----- 3'“}. ZEZ={.:;.....:,) Y€y={yl ..... y,.,).

Vogliamo ora confrontare ln ambiguiti del canale composto, con quella del
primo stadio della catena

Teorema 6.1 (Teorema del trattamento dati). Data la cascata di due
canali discreli, e stano X, Z e Y rispettivamente ingresso del primo canale,
Vingresso al secondo canale ¢ Vuscita della cascata,

IX:Z) =2 I{X:Y). (6.148)
Il tearema esprime il fatto che la informazione mediamente scambiats ai
capi della catens & inferiore a quella scambiata ai capi di un solo blocco. In
altre parole, l'informazione nel passare nei vari stadi della catena tende a
perdersi. Da qui il nome del tearema (data processing theorem).
Prova: Consideriamo la differenza tra le due ambigoita

nom 1
XIY) - H(X|2) = Plaiyy)logs prers
HXIY) - H(X|Z) ‘)?;,g (wicyy)logs proms

nor 1
- XY Pl ) oy pr—s

t=1 =1

”n LY " l
= ZZ 3 Plai v m) log, PGiv)

=1 =1 w1

nom r 1
= ?:_;E%p(xnlb-z!“ﬂﬁz —_P(Id:‘)
=y Pizn)

~
=y Pl gy, 2) log,

o (6.149)
=l jmtdel Playlyy)
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6.8 Problemi

A
Problema 6.1 Un canale binario, che Introduce solo cancellazioni con proh- M“ 4
nblllu';‘ be = 0.01, ha probabilita di cancellazione condizionate rispetto ai due
simboli di ingresso uguail. I simboli di ingresso hsnno distyibuzione {0.3,0.7}.
() Valutare esplicitamente la matrice di canale:
(b) Calcolnre In mutus informazione ingresso-uscita:
(c) Valutare la capacita di cannle,
Problema 6.2 Un canale (moltiplicativo) ha all'ingresso due wrmxli’blnam-
indipendenti X € (0,1} ¢ ¥ € {0,1}). La distribuzione dei situboli per le due
-sorgenti somrgegeli ¢ paria {p. 1 —p} = {0.3,0.7}. L'uscita ¢ il simbolo binario
Z= ;t/f (il prodotto va inteso come prodotto aritmetico).
/)’Vallum la mstrice del canale che ha all'ingresso la sorgente composta € =
(X.Y) costituita dall'insieme delle due sorgenti, ¢ all'uscita Z;
~ Z {b) Valutare la matrice delle probabilita & posteriori ¢ suggerire uno schema di

L4

decodifica;
M {¢) Valutare la matrice del canale oquivalente chie hi all'ingresso X e all'uscita
z. .

Problema 6.3 Un modulatore numerico ha al suo ingresso la variabile aleatoria
binaria X € {0,1}. Dopo la modulazione e la traswissions sul canale fisico, nel
ricevitore all'ingresso del rivelatore a soglia si presenta una variabile /7 tale che:

R={A+N se X =1

AL N eeX =0 (6:155)

dove A & una costanto positiva e NV @ una variabile aleatoria gaussinna o media
nulln o varianza a?. 1l rivelatore o soglia “decide”™ per il simbola Y ricovuto come
soEue:

T Lo e R<” (¢:130)

Valutare Is matrice del cannle X' — ¥ equivalente,

}r_{l se B>

Problema 6.4 Ripotere il problema 6.3 per un rivelatore o soglia (multipla) che
decide come seguoe;

1 s« R>4
Y = { « (cancellazione) se -#(R(é (6.157)
0 se R<—-¢

Problema 6.5 Un canale ha all'ingresso la variabile binarda X € {0, 1} e ol uscita
la variabile ¥ = X + N, dovo N & un'altra varinbile binaria con N € (0,1}, La
somuma ¢ da intondersi come somma aritmetica ¢ le due variabili X o N sono in-
dipendenti e a distribuzione uniforme. Valutare ls matrice del canale equivalento
XY

Problema 6.6 Valutare la matrice di un canale costituito da due BSC in cascata
aventi probabilith di errore rispettivamente py e pg,

RodLENA
‘:Jnu,\nlx¢( LA WATEE hU CANALE Baulva (gnTE

b UNA  CASEATA D N BSC £ MoSTRARE cosA
$’ch8b€ RUANBO N > 0



