errore di parola puo corrispondere a uno o pitt errori di simbolo. Inoltre gli
errori in diverse posizioni della parola sono in generale dipendenti. Nei casi

pratici si valuta una frequenza media di errore di simbolo per parola. Ci
i G - E: .
1-queste-note paragrateo=successivo-a considerare solo il

Gli errori sui singoli simboli sono piu difficili da studiare. Infatti un @

limiteremo in-qu ‘ TUN - parag
caso binario (d = 1, bit-error probability).

B-vooe 2 Weed Brovose L&DM/(* by P

¥
e,

Il canale equivalente complessivo ha matrice di canale

NS _ LR
P, = [P'I’{S =_gf‘l8 =._q§‘ ]i,j=1,---,2K = [pza]i,j=1,...,2f<'

-
)
X
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Ira P(e,) solo parzialmente rappresenta le prestazioni del sistema in quanto ) '
le parole binarie potrebbero differire per uno o pit bit e in varie posizioni. @ ‘
Pertanto se le prestazioni devono essere valutate in termini di numero di
bit errati, bisogna valutare il numero medio di bit in errore. Chiaramente ’
le prestazmm dlpendono anche dal t1po di codifica binaria adottata. @hﬂ-

|
= ] Wt” L‘ /v !

h

Deﬁmamo ingltve,la variabile o Lt L=t

# S @#;ébn:dlversﬂcra_gz egj, 1,7 =1,. rﬁcr

A

Pertanto la probabilita di errore per bit (bit-error p

come

a\\, lxMW{ 1 \

Q { &= —E [# di bit in errore] =

9"@\9&&\ So: B=3, fp@(,wmyl,
% )1 000,004,010, 014, 100, 101,419, 444
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Il ricevitore D, va pmgéﬂa_dté} noto il canale e il codificatore, come quello
che minimizza la probabilita di errore a livello di parola. Se le probabilita
della sorgente sono note e non uniformi, si adotta un ricevitore MAP, altri-
menti, pilt comunemente, un ricevitore MV. Non & sempre semplice gestire

le matrici quando la lunghezza della parole codice cresce. Anche il progetto
di codificatori C che consentano di utilizzare il canale vicino alla capacita
¢ un problema ancora non completamente risolto. La complessitd com-
putazionale del progetto del codificatore, e dell’impi’er‘n\iantazione di codifi-

catore e decodificatore vengono spesso gestiti mediante lgoritmi sub-ottimi. (¢
Torneremo su questo argomento dopo aver esaminato al¢uni esempi. e '

e fA = 0
— ANAL

Esempio 7.6 Si consideri I'alfabeto sorgente A = {4, B} conﬁtribuzione e

sifabolt IIg = {0.3,0.7}. Si scelga K = 2 e N = 3 per canale binario con
pe = 0.01. Il‘codiﬁeé.”tore loperi la seguente associazione: AA — 000, AB — 001,
BA —5’;&(‘33 (~411. /Abbiamo d = 2, n = m = 2. Il rapporto di codifica &
R. = 2/3. La capaciti per singolo uso del canale binario & C = 1—H(pe) = 0.9192
bit. L’entropia della sorgente & H(S) = 0.1187 bit. Il flusso informativo ogni
due simboli di sorgente & 2H(S) = 0.2374 bit, su tre usi di canale con capacita

3C = 2.7576 bit.

000 000
44 L. M><AA
, AB— 010 010 AB
S B 011 011 ga 5
“\ 100] P3 [100
BB 101 101 BB
\110 110
111 111
8 X3 ya Do
La matrice del codificatore a monte del canale &
10 000O0O0TO
01 00O0O0TO0ODO
G= 0000OT1TTUO0OTO O (7.50)
0000O0OO0ODTO0OT1
La cascata di codificatore e canale ha matrice equivalente
0.9703 0.0098 0.0098 0.0001 0.0098 0.0001 0.0001 0.0000
CP3 — | 00098 09703 0.0001 0.0098 0.0001 0.0098 0.0000 0.0001 7.90
¢ = | 0.0001 0.0098 0.0000 0.0001 0.0098 0.9703 0.0001 0.0098 (7.90)
0.0000 0.0001 0.0001 0.0098 0.0001 0.0098 0.0098 0.9703

Le probabilita della sorgente estesa di ordine 2 sono 7% = (0.0900,0.2100, 0.2100, 0.4900)7 .
La matrice delle probabilita a posteriori dopo codificatore e canale &

0.9767
0.0230
0.0002
0.0000

0.0043
0.9855
0.0100
0.0002

0.9270
0.0218
0.0002
0.0510

0.0013
0.2987
0.0030
0.6970

0.2931
0.0069
0.6839
0.0161

pp:<

0.0000
0.0098
0.9674
0.0228

0.0018
0.0000
0.0043
0.9938

0.0000
0.0000
0.0043
0.9956

) (7.91)
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Il ricevitore MAP, guardando alle colonne diP,e

oo+ Oo
oo o

1

T 0
&- (1
0

Anche il ricevitore MV guardando alle colonne
ci sono alcune colonne con massimi uguali ma a

= =]

o= OO

o= OO

= O OoOo
o oo

CODIFICA DI CANALE

) (7.92)

di CP2 & lo stesso. In effetti

bbiamo mantenuto le scelte del

ricevitore MAP. Il canale equivalente & descritto dalla matrice 4 x 4

0.9801
. 3+~ [ 0.0099
P; = CP:Do = | g¢.0001
0.0001

La probabilita di errore &

0.0098
0.9703
0.0098
0.0001

0.0099
0.0099
0.9801
0.0099

0.0100

0.0002
0.0099 ) (7‘93)
0.9899

P(ew) = 1 — diag(Py)" 7% = 0.0172. (7.94)




7.8 Il teorema vaérso della codifica di canale
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Teorema 7.4 Nel sistema di comunicazione di figura 7.9, vale la sequente
disuguaglianza

H(SK) < @ + H(ew) + Plew) log,(d — 1), (7.95)
B

dove H(ew) € lentropia binaria corrispondente alla probabilita di errore
P(ey).

@%gura 712 mostra la regione delle possibili coppie (P(ew), H(SK)). La
~ condizione di P(e,) = 0 € compatibile solo con la condizione H(SK) < Cc
H(5%) T

i deve essere inferiore alla

: B2, ovvero il flusso informativo per simbolo
S capacith di canalege (7). [

L@id; ﬁ»‘-wm{we/ﬁ K9 F_/a«y,,; ﬁf,ﬂe& /,.\,W 2 i/u»ﬂm@‘b“p@/ ’ '
Q»QM vlUase %{’ﬁ 'm,}\x = 0 o
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Ceom

@ + 10g2 d1< """""""""""""
{3 NG +logy(d —1) ... ]
IZM ;

F(P(ew),d)

regione delle
possibili coppie
(P(ew), H(S¥))

0 1—d ¥ 1 P(ey)

Figura 7.12: La regione delle possibili coppie (P(ew), ’H(SK)) del teorema
inverso della codifica di canale

Prova: Poiché H(SK|5K) = H(SH)—I(SX; 5%), e dal teorema del trattamento
dati Z(S%; 8%) < Z(X¥; Y™, abbiamo

H(SHIS5) > H(SK) — T(XN; Y™, (7.96)
o pes defrsp s Cabe
Poiché ghmu&zdelne&naflessenwndqpmd@ma (XN, YM) , pertanto
H5E) — @é@ < H(S*|5%). (7.97)
Ma H(SK|5%) pud essere maggiorato usando la disuguaglianza di Fano
H(STIS™) < Hew) + Plew) logy(d — 1), (7.98)

da cui il risultato. ‘{j
Il teorema & un risultato inverso poiché ci dice che la condizione di

trasporto affidabile con P(e,) = 0 & compatibile solo con un flusso che &
al di sotto della capacitd, ma non ci dice se tale condizione sia ottenibile
e quale debba essere il codificatore. La risposta alla prima domanda sara
fornita dal teorema della codifica (II teorema di Shannon), il progetto del
codificatore resta ancora in parte un problema aperto.
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1 simboli alla sorgentewﬁ emessi in maniera 1nd1pen— _
_dente H(SK) = KH(S).

il risultato del teorema mverso si puo scrivere

o o N Hlew) | Plew)
H(S)SEC+ = t & logy(dX — 1) - (7.99)

. P
(A\LUV‘;»‘W Wwe/‘o Y %W}aé’e"« 0(-«/ S ﬁz
LA @L‘W’t /u«@u /60 4 L E ) Wﬂae& 9(:.(’.,.«

; Nanf
yeele eodies o Mwﬁ’ i e
. f (}v LU/V. Mﬂ/qzuz,

" &2 La situazione con P(ey,) = 0 & compatibile solo con la condizione sul rap-
porto di codifica R. = K/N,

G
< —.
Be < 708)

Si noti come nel caso binario a simboli equiprobabili (H(S) = 1), la con-
dizione ¢ R, < C.

(7.100)
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7.9 Caso binario toec esuade 2.Q . @
Esaminiamo qui con maggiore dettaglio lo scenario di sorgente e canale che

operano escusivamente su alfabeti binari (d =n =m = 2). 1l COdlﬁC&t@fe) ]
associa ad ogni sequenza di K bit una sequanza di N bit. Dalla se@ma

di N bit all’uscita del canale, il decodificatore deve recostruire la parola
binaria di K bit emessa dalla sorgente. La probabilita di errore a livello di
parola (word-error), &

Plew) = Pr{S # &} (7.101)
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