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Capitolo 1

Sorgenti discrete senza
memoria

In questo capitolo analizzeremo le sorgenti tempo-discreto a valori discreti e
alfabeto finito (sorgenti discrete). Tale schematizzazione & quella pitt tipica
e costituisce il principale modello dj riferimento usato nei moderni sistemi di
telecomunicazione. Viene inoltre introdotta Pentropia di sorgente, i limiti
teorici per un sistema di compressione senza perdite e alcune tecniche di
progetto per codici efficienti.

1.1 Sorgenti discrete

Si assuma che la nostra sorgente S tempo-discreto emetta ad ogni istante
di tempo un simbolo appartenente all’alfabeto sorgente

A={a,..,a,}, (1.1)
ovvero S(t;) = aj, j = 1,...,n. Si supponga che la sequenza
8(t-2),8(t-1), S(to), S(t1), S(ta), ... (1.2)
sia denotata per semplicita nel seguente modo
-.S8[=2], S[—l],S[O],S[l],S[Z], (1.3)

dove si & usato il solo argomento intero a indicare gli istanti di tempo (si noti
la differenza tra le due funzioni S(.) e S[.]). Anche se, come gia anticipato,
nella maggioranza dei sistemi analizzati la spaziatura tra gliistanti di tempo
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¢ uniforme, tale notazione consente di svincolarsi totalmente dalla associ-
azione diretta alla sequenza degli istanti di tempo. Nel caso di spaziatura
uniforme, la sequenza degli interi & da intendersi come sequenza degli istanti
di tempo normalizzata.

Si supponga che la sorgente emetta simboli in maniera indipendente, e
che tali simbolj vengano generati secondo la distribuzione di probabilita

H= {pl)pZy"'apn}~ (1.4)

La sequenza {S|[.]} & detta #id, ovvero a simboli indipendenti e identicamente
distribuiti (sorgente discreta senza memoria).

1.1.1 1l Bit-rate

Si supponga che la sorgente emetta simboli a intervalli di tempo regolar-
mente spaziati di 7' secondi. Ad ogni istante di tempo la sorgente quindi
sceglie secondo il suo meccanismo aleatorio uno di n simboli. Si definisce
bit-rate, o tasso binario, o ritmo binario, o frequenza di cifra della sorgente:

B l"gTW bit/ sec. (1.5)

La definizione deriva dal fatto che se I'indice corrispondente al simbolo
emesso dovesse essere rappresentato con una sequenza binaria, avrebbe
bisogno di log,n bit. Ovviamente log,n non & necessariamente un nu-
mero intero e una reale associazione ad una stringa binaria richiederebbe
b = [logy n] bit, dove il simbolo [#] indica lintero immediatamente su-
periore a z. In tale caso utilizzando b bit, non necessariamente tutte le 2°
stringhe binarie sarebbero utilizzate poiche 20 2 n. Pertanto alla definizione
di bit-rate non necessariamente corrisponde una associazione ad un codice
binario. Inoltre, va menzionato che il bit-rate solo impropriamente misura
lentitd di informazione emessa dalla sorgente. Infatti, come vedremo nel
seguito, & necessario tenere conto anche della distribuzione dj probabilita dei
simboli per quantificare rigorosamente 'ammontare dj informazione emessa
dalla sorgente nell’'unita di tempo.

Esempio 0.3 Si consideri di nuovo la sorgente binaria dell’esempio 0.3. T bit
siano emessi in maniera indipendente e secondo la distribuzione di probabilita
I = {0.3,0.7}. 1l bit-rate & B, = 1/T = 108 bit/sec=1Mbit/sec. Poiché la
distribuzione dei due simboli non & uniforme nella sequenza ci saranno in me-
dia piti “1” che “0”. Vedremo in seguito che la definizione corretta di velocita
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di informazione, pill propriamente che il bit-rate, tiene conto anche della dis-
tribuzione di probabilita sui vari simboli. Vedremo anche che quando i simboli
sono equiprobabili le due definizioni coincidono.

Esempio 1.1 Si consideri una sorgente che emette simboli appartenenti all’ al-
fabeto A = {1, 2, 3, 4,5,6}. I simboli siano emessi a intervalli regolari di T = (.5
secondi. La frequenza di simbolo & Ry =1/T =2 simboli/sec. 1l bit-rate &
B, = logy(6/0.5) = 5.17 bit/sec. Se fosse necessaria una reale associazione ad
una sequenza binaria, avremmo bisogno di b = [log, 6] = 3 bit, con due simboli
inutilizzati. In tale caso la sorgente dopo la associazione (codifica) emetterebbe
6 bit/sec.

1.2 11 concetto di informazione

Un sistema di telecomunicazione & deputato al trasporto dell'informazione
tra una o pit sorgenti e dej destinatari. B’ necessario pertanto capire
cosa intendiamo con il termine informazione, ovvero tentare una definizione
matematica che quantifichi I'informazione generata da una sorgente e quella
trasportabile da un canale. Talj concetti sono di fondamentale importanza e
costituiscono il cuore della teoria dell’informazione. La teoria mira a quan-
tificare in termini matematici Pentita di cio che & realmente generato dalla
sorgente e in che misura cio ¢ trasportabile da un canale reale.

Partiamo da un esempio. Consideriamo una sequenza di caratteri dell’alfabeto.

E’ intuitivo pensare che tale scritto non trasporta alcuna informazione se la
sequenza ¢ ripetitiva e prevedibile. Diversamente potremmo dire se la con-
figurazione dei simboli non segue uno schema predeterminato, ma si mostra

formazione di un evento & basata proprio su questa idea: sorgenti preved-
ibili, ovvero con distribuzioni dell’alfabeto degeneri, magari con la proba-
bilita concentrata tutta su un sottoinsieme di simboli, generano meno infor-
mazione che sorgenti meno prevedibili e piti uniformemente distribuite. Le
parole incertezza, imprevedibilita, informazione sono da considerare sinon-
imi nel contesto della Teoria dell'Informazione. Tali idee saranno tradotte
in definizioni matematiche nelle definizioni di autoiformazione e entropia di
sorgente.
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Z(p)

0 p 1

Figura 1.1: 1l grafico della autoinformazione Z in funzione di P

1.2.1 Autoinformazione

Consideriamo una sorgente discreta con alfabeto A = {a1,a,, ..., a,} e dis-
tribuzione di probabilita IT = {p1,p2, ..., pn}. Denotando il simbolo emesso
dalla sorgente con S, diremo che Pammontare di informazione guadagnata
dalla osservazione del simbolo @;, ovvero quando S = a;, ¢ data dalla au-
toinformazione I (a;) definita come

L) = log(pii) = —log p;. (1.6)

Z si misura in bit se il logaritmo & in base 2, mentre si misura in Nat se
il logaritmo & in base naturale.! Sj noti come la autoinformazione associ-
ata al simbolo i-esimo sia solo funzione della probababilita associata a tale
simbolo e quindi indipendente dalla etichetta o dal nome ad esso associ-
ato. Pertanto adotteremo intercambiabilmente e notazioni Z(a;) e Z(p;).
Figura 1.1 mostra il grafico della funzione Z(p) = — log, p. La definizione,
grazie alle proprieta del logaritmo, & particolarmente appropriata poiché
soddisfa le seguenti proprieta:

Proprieta 1: Z(p:) > 0 poiché 0 < pi < 1. La osservazione di un
simbolo trasporta sempre una informazione positiva e mai una perdita
di informazione.

! Anche se piuttosto inusuali, altre basi possono essere utilizzate. Per esempio, se la
base del logaritmo & 3, si parla di trit, se la base & 4, si parla di quadrit, eccetera. Nel
seguito di queste note faremo quasi sempre riferimento al bit, che & comunque I'unita
minima.
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Proprieta 2: Z(p;) =0se p; = 1. La osservazione di un evento certo non
trasporta alcuna informazione.

Proprieta 3: Z(p,) > 7. (pj) sepi < ;. La osservazione di un evento meno
probabile trasporta pit informazione di un evento piu probabile.

Proprieta 4: Z(pi,p;) = Z(p:) + I(p;) se a; e a; sono i risultati di due
osservazioni indipendenti. Dalla osservazione congiunta di due eventi
indipendenti si guadagna la somma dell'informazione delle due.

Pertanto, all’insieme dei simboli di un alfabeto sorgente puo essere as-
sociato 'insieme delle autoinformazioni

{Z(m1), Z(p2), ..., Z(pa)}. (1.7)

Le prove delle proprieta sono lasciate al lettore per esercizio. Esse si ot-
tengono immediatamente della definizione di autoinformazione e dalle pro-
prieta del logaritmo.

Esempio 0.3 Torniamo alla sequenza binaria di di esempio 0.3. Poiché le proba-
bilitd associate ai due simboli sono IT = {0.3,0.7}, le autoiformazioni saranno
{I(%),I(%,)} = {log;10/3,l0g,10/7} = {1.74,0.52} misurate in bit. Si noti
come lo “0” che & meno probabile sia pil informativo. Se i simboli fossero stati
equiprobabili, ovvero IT = {1/2, 1/2}, avremmo avuto {I(%),I(%)} ={1,1}, con
uguale informazione pari a un bit per entrambi.

Esempio 1.1 Torniamo all’esempio della sorgente che emette simboli dall’alfabeto

A= {1,2,3,4,5,6}, con probabilitd uniformi IT = {1/6,1/s, ..., 1/6}. Le autoin-
formazioni sono {Z(}), 7(}), o Z(§)} = {logy 6, l0g, 6, ..., logy 6} = {2.59,2.59, ..., 2.59}
bit. Ogni simbolo trasporta un po piu di due bit.

1.2.2 Entropia di sorgente

Se valutiamo la autoinformazione media di una sorgente S, abbiamo
n n 1 n
H(S) = EIZ()] = Y_piZ(p) = 3 pilog, o = 2 pilogp.  (18)
i=1 i=1 i i=1
Tale quantita ¢ detta entropia della sorgente e rappresenta la informazione

mediamente trasportata da ogni simbolo. Si noti che Pentropia dipende solo
da come la probabilita ¢ distribuita sui vari simboli. Pertanto adotteremo in
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seguito entrambi le notazioni H(IT) e H(S).? Definendo un vettore (colonna)
delle probabilita della sorgente come

= (plyp27“'7pn)T1 (19)
I'entropia puod essere calcolata mediante la espressione matriciale
H(IT) = —="(log, ), (1.10)

dove (log, m) ¢ il vettore (colonna) dei logaritmi degli elementi di 7.3
L’entropia di sorgente soddisfa le seguenti proprietas:

Proprieta 1: H(II) > 0.

Proprieta 2: H(II) = 0, se e solo se Pr = 1 per un qualunque k, e
tutte le altre probabilitc sono nulle. Tale situazione corrisponde ad
una sequenza certa e costante del simbolo aj € pertanto non fornisce
alcuna informazione.

Proprieta 3: H(II) = log,n, se e solo se i simboli di sorgente sono
equiprobabili (p; = 1/n,i=1,...,n ). Tale valore rappresenta il limite
superiore per l'entropia della sorgente discreta

H(IT) <logon V II (1.11)
Quindi la distribuzione uniforme & quella a massima entropia.

Proprieta 4: L’entropia ¢ una funzione concava di I1.

21l termine “entropia” non a caso richiama una analogia con I'entropia termodinamica.
Esso fu formalizzato da Shannon nella teoria dell’informazione nella forma qui fornita.
Shannon trasse ispirazione dai risultati fondamentali sulla termodinamica di Boltzmann
e da una idea di Hartley, che nel 1930 per primo misurd I'informazione di una sorgente
come il logaritmo della cardinalita dell’alfabeto. L’entropia “informazionale” qui definita
puo essere studiata come una definizione matematica autonoma nell’ambito della carat-
terizzazione delle sorgenti aleatorie, ma esistono degli interessanti collegamenti con la
fisica teorica. Le analogie tra termodinamica e informazione sono di straordinario in-
teresse in quanto sembrano fornire una sorprendente visione unificata della fisica e delle
comunicazioni (Cover e Thomas, 1991).

3In queste note, quando saranno introdotte delle formule notevoli, cercheremo di
fornire sempre la corrispondente espressione matriciale. La sintassi sara molto simile a
quella del software MATLAB allo scopo di consentire allo studente una facile traduzione
delle formule.
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Figura 1.2: La proprieta lnz <z —1, 7 >0

Prova delle proprieta 1-4: Proprieta 1 e’ immediata conseguenza della pos-
itivita delle autoinformazioni dei vari simboli. Anche Proprieta 2 & immediata
se si osserva che p; log, pl.» & zero se e solo se pi =0o0sep; =1. Per provare
Proprieta 3 & necessario usare la proprieta del logaritmo naturale

Inz<z-1, 2>, (1.12)

dove I'uguaglianza vale solo se e solo se = 1, punto in cuj la retta che costi-
tuisce il limite superiore, & tangente al logaritmo. 11 grafico di figura 1.2 della
funzione logaritmo e della retta mostrano la proprieta. Si considerino quindi due
distribuzioni di probabilita IT = {p1,p2, Pt eQ = {q,q, -y qn}, € la seguente
espressione

n .
a=Zp,—log21%. (1.13)

i=1 ¥

Passando al logaritmo naturale e usando disuguaglianza (1.12) dimostriamo che
a<0

1 & i
a = — i In —
In2§pl Di
I &
< — i(——1
anZ;p’(pi )
5y
= =2 (%-m)
ln2i=1

1 n n
= m(gm -2 m)=0

i=1
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Pertanto :
Z:p,- logg;% <0. (1.14)
Ponendo Q = {1, 1,..., 1}, i
i_;q.- log, qi =H(Q) = logyn, (1.15)

n 3 n 1 n
a=Y pilogg L = Y pilog, L - D pilogyn
i=1 Di i=1 P o
Z 1
= Zpilogz — —logyn <0,
=1 pi
da cui discende che -
1
Zpi logy, — < log, n. (1.16)
=1 pi
Per provare Proprieta 4, osserviamo innanzitutto come la funzione 2 In z sia una
funzione convessa. Infatti a‘%(mln ) =1>0Vz>0 Dala definizione di
funzione convessa, per qualunque coppia di valori 0 < Pi<lel<g <l e
A € [0,1], abbiamo che

(pi + (1= N)g) In (Api + (1~ \)gi) < ApsInps + (1 g Ing.  (L17)
Cambiando base al logaritmo (ricordiamo che logy e > 0) e sommando su 7, avendo

assunto che IT = {py,...,p,} e Q = {1, ..., qn} sono due possibili distribuzioni per
S, abbiamo che

n n n
2 O+ (1= X)gi) logy (Api + (1 — Ngi) < A pilogapi+(1- )3 g;logy g;.
f=1 =1

- (1.18)
Ovvero
HAIL+ (1= X)Q) > NH(IT) + (1 - AYH(Q), (1.19)

che mostra la concavita di 4. A

Esempio 0.3 Torniamo all’esempio della sequenza binaria. Se la distribuzione
delle probabilita & IT = {0.3,0.7}, abbiamo che H(II) = 1.74-0.3+0.52-0.7 = 0.88
bit. Se la distribuzione delle probabilita & uniforme 'entropia diventa: H(II) =
1:05+1-0.5 =1 bit. Si noti come la informazione media sia maggiore nel
caso equiprobabile (la entropia di una sorgente binaria sara piti specificamente
analizzata nel seguito).

Esempio 1.1 Nell’esempio della sorgente con alfabeto 4 = {1,2,3,4,5,6} e
probabilita uniformi, abbiamo che 'entropia e’ H(IT) = 6 - %logzﬁ = 2.59 bit.
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1.2.3 Sorgenti a simboli equiprobabili

Un caso tipico di sorgente & quella a simboli aventi una distribuzione di
probabilita uniforme. In tale caso Ientropia diventa semplicemente

H(IT) = log, n. (1.20)

Abbiamo gia visto da Proprieta 3 come tale sorgente, ovvero la distribuzione
uniforme, sia quella a cui corrisponde la massima entropia. Va notato
come questa espressione sia suscettibile di una interpretazione intuitiva:
Uinformazione emessa da una sorgente a simboli equiprobabili ¢ pari al nu-
mero di bit (non necessariamente un intero ) necessario a rappresentare tutti
i simboli dell’alfabeto con un codice binario.

1.2.4 L’entropia di una sorgente binaria

Il caso di una sorgente avente un alfabeto binario, merita una attenzione
particolare. L’alfabeto sorgente sia A4 = {ay, as} e le probabilita corrispon-
denti siano IT = {p, (1 — p)}. Lentropia della sorgente &

H(p) = —plogyp — (1 - p) log,(1 — p) (1.21)

(la notazione H(p) riflette il fatto che nel caso binario basta un solo parametro
a specificare la distribuzione di probabilita). Figura 1.3 mostra I’andamento

di H in funzione di p. Si noti come nei casi in cui tutta la probabilita &

concentrata su uno dei simboli, ovvero quando p = 1 0 p = 0, I’entropia

¢ nulla. Cio & facilmente interpretabile, dato il significato di informazione

connesso alla imprevedibilita della sorgente. Si noti inoltre come Pentropia

sia massima quando p = %, che ¢ la situazione di massima incertezza.

. _T,CWUMVa

La definizione matematica di entropia ci consente di quantificare rigorosa-
mente P'entitd di informazione emessa da una sorgente. Per una sorgente
che emette simboli a cadenza costante di 7" secondi, la velocitd media di
informazione della sorgente, detta anche tasso informativo, &

R= @ bit/sec (1.22)
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1
H(p)
Og 05 1
p

Figura 1.3: L'entropia di una sorgente binaria

Tale definizione & di fondamentale importanza nella teoria dell'informazione.
Si noti come tale definizione non necessariamente coincida con quella di bit-
rate, eccetto che nel caso in cui i simboli sono equiprobabili:

_ H() log,n _ .
R= N e B, bit/sec. (1.23)

Inoltre da Proprieta 3 abbiamo sempre che R < B,.4

1.3 Sorgenti estese

Nel presentare alcuni dei principali risultati della teoria dell'informazione nel
seguito di queste note, sara spesso utile fare riferimento a sorgenti estese,
ovvero a sorgenti il cui simbolo & composto da blocchi di simboli emessi
in istanti successivi da una sorgente di partenza. Pin specificamente sj
supponga di raggruppare m simboli successivi di una sorgente S

= S[k], S[k+1], Sk +2), ..., S[k+m], Slk+m+1),... (1.24)
My m w m
m
$ (=47 S| £
4E’ opportuno segnalare al lettore che nella letteratura tecnica i termini bit-rate e
velocita di informazione (information rate) sono a volte usati in maniera intercambiabile,

generando secondo noi un po di confusione. Qualche autore preferisce infatti usare il
termine bit-rate per indicare la velocita di informazione senza usare una terminolgia
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Ogni raggruppamento pud essere considerato come una nuova sorgente S™
con alfabeto composto dal prodotto cartesiano

A"=Ax Ax .. x A (1.25)
N——————

La cardinalitd del nuovo alfabeto sard n™ e la sorgente estesa S™ avra
frequenza di simbolo pari a Hain = % simboli/sec.

Per esempio, in una sorgente con alfabeto binario 4 = {ay, as}, raggrup-
pando i simboli due a due (m = 2), abbiamo

A? = {(alal), (ala2)7 (02,a1), (112,(12)}. (1.26)

La sorgente ha cardinalita doppia e frequenza di simbolo pari alla meta.

Nella sorgente composta, ogni elemento dell’alfabeto ha una distribuzione
di probabilita data dalle probabilita congiunte degli elementi componenti la
m-pla di simboli. In particolare Pentropia della sorgente sara

HI™) = - Z p(z1, T2, vy Tm) logy p(x1, 29, wsZm).  (1.27)

(z1,22,...,Tm )EA™

Una sorgente pud in generale esibire una struttura di dipendenza tempo-
rale tra i simboli emessi in istanti successivi. Nel caso pitt semplice (e
tipico) di simboli indipendenti, si parla di sorgente senza memoria. In tale
caso la probabilita congiunta & esprimibile come prodotto delle probabilita
marginali. Ad esempio nel caso A = {a1,a,}, T = {p1,p2}, con m =2, 1a
distribuzione delle probabili corrispondente ad 42 &

I1® = {p}, p1p2, papr, p2}, (1.28)

La distribuzione relativa ad

3
A® = {alalalyalala2:ala2al,ala2a2»a2ala’l,a2ala2ya2a2alya2a2a2}’
(1.29)
¢ data da

IT = {p}, bipa, Dip2, D113, P20, Prl, pupd, ). (1.30)
Per qualunque sorgente a simboli indipendenti vale la seguente

Proposizione: L’entropia di una sorgente estesa di ordine m, ottenuta da
una sorgente a simboli indipendenti e di entropia H(II) ¢

H(IT™) = mH(I). (1.31)
£ \,Mw ol "b‘:bwt
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Prova: L’indipendenza della sorgente implica che
P(21,22, ..., 2m) = P(z1)P(xs) - - - P(#w); (1.32)

V (21,22, ..., Tm) € A™. La autoinformazione di ogni simbolo nella sorgente estesa
& pertanto

I(z1,22, ..., 2m) = —logy P(21, 23, ...,xm)
= —logy P(z1) — logy P(x3) — ... — logy P(zp)
m
= —Zlogg P(zy).
=1

L’entropia della sorgente estesa diventa

HI™) = -~ b3 P(@1)P(22) - - P(wm) logy(P(21)P(x2) - - - P(apm))

(z1,22,...,Tm ) €A™

=X P@)P@) Plem) S log Pla)
(Z1,22,..,Zm)EA™ I=1
- f: b P(z1)P(z3) - - - P(z,) logy P(z;)

=1 (21,23,....¢m)EA™

= i > P(x)logy P(ay)

I=1z€A

SR = mH). A (1.33)
=1

Il

Il

In particolare, nel caso della sorgente binaria la distribuzione della sor-
gente originaria & IT = {p, (1 - p)}. La sorgente estesa con m = 2 ha la
distribuzione di probabilit

I = {p”,p(1 - p), (1 - p)p, (1 - p)?}. (1.34)
L’entropia & pertanto
H(I*) = 2H(p) = 2(~plogyp — (1 — p) logy(1 — p))- (1.35)

Il calcolo generale della distribuzione di probabilita per la sorgente estesa
di ordine m a simboli indipendenti & facilmente ottenuta in forma compatta
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se si organizzano le probabilita in un vettore. Infatti & immediare osservare
come il vettore delle probabilita della sorgente estesa si ottenga come

T=TR@T®..Qm, (1.36)
N————
m

dove il simbolo ® indica il prodotto di Kronecker definito in Appendice B.

Si noti che la sorgente estesa ha una cadenza che & ridotta di un fattore

m, ovvero un simbolo della sorgente estesa viene emesso ogni m simboli della

sorgente non estesa. Comunque, anche se cambia la frequenza di simbolo,
sia il bit-rate che la velocita di informazione restano invariati

Br = 0&n" _logyn _

i mT T "

Rm_H(H"‘)_mH(H)_H(H)_
*T mT  wmT T

(1.37)

B, (1.38)

Esempio 1.2 Si consideri una sorgente ternaria con alfabeto sorgente A =
{0,1, } che emette simboli indipendenti. La distribuzione di probabilita sia
IT'={0.4,0.4,0.2}. L'entropia della sorgente & pertanto H(IT) = —0.4 log, 0.4—
0.4log, 0.4 — 0.21og, 0.2 = 1.52 bit. La entropia di una sorgente estesa con
m =5 & H(II°) = 7.61 bit. Se i simboli della sorgente vengono emessi a
cadenza regolare ogni 7' = 10 ms, la frequenza di simbolo della sorgente
¢ Ry = 100 simboli/sec. La frequenza di simbolo della sorgente estesa ¢

Ry =% =90 simboli/sec. La velocita di informazione R — 52 = 152
bit/sec. Si noti come la velocita di informazione non cambi nella sorgente
estesa in quanto nonostante 'entropia diventi 5 volte quella originaria, la

cadenza 1/T si riduce anch’essa di un fattore 5.
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