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1) Lo spettro di potenza di 𝑋(𝑡) può essere espresso graficamente come di seguito 

 

 
 

 

a) Il calcolo della media di 𝑌(𝑡) si può facilmente ricavare osservando che 

 

𝐸{𝑌(𝑡)} = 𝐸{𝑋(𝑡) + 𝑋(𝑡 − Δ) + 𝑋(𝑡 − 2Δ)}

= 𝐸{𝑋(𝑡)}⏟    
=0

+ 𝐸{𝑋(𝑡 − Δ)}⏟        
=0

+ 𝐸{𝑋(𝑡 − 2Δ)}⏟        
=0

= 0
 

 

dove il fatto che la media di 𝑋(𝑡) sia nulla si desume semplicemente dall’osservazione 

dello spettro di potenza, ovvero dalla mancanza nello stesso di una delta in zero. 

Possiamo quindi calcolare l’autocorrelazione di 𝑌(𝑡) ponendo 

 

𝑅𝑌(𝑡; 𝜏) = 𝐸{𝑌(𝑡)𝑌(𝑡 − 𝜏)}

= 𝐸{[𝑋(𝑡) + 𝑋(𝑡 − Δ) + 𝑋(𝑡 − 2Δ)]

          [𝑋(𝑡 − 𝜏) + 𝑋(𝑡 − Δ − 𝜏) + 𝑋(𝑡 − 2Δ − 𝜏)]}  

= 𝐸{𝑋(𝑡)𝑋(𝑡 − 𝜏)} + 𝐸{𝑋(𝑡)𝑋(𝑡 − Δ − 𝜏)} + 𝐸{𝑋(𝑡)𝑋(𝑡 − 2Δ − 𝜏)}

    + 𝐸{𝑋(𝑡 − Δ)𝑋(𝑡 − 𝜏)} + 𝐸{𝑋(𝑡 − Δ)𝑋(𝑡 − Δ − 𝜏)}

    +𝐸{𝑋(𝑡 − Δ)𝑋(𝑡 − 2Δ − 𝜏)} +  𝐸{𝑋(𝑡 − 2Δ)𝑋(𝑡 − 𝜏)}

    +𝐸{𝑋(𝑡 − 2Δ)𝑋(𝑡 − Δ − 𝜏)} + 𝐸{𝑋(𝑡 − 2Δ)𝑋(𝑡 − 2Δ − 𝜏)}

= 𝑅𝑋(𝜏) + 𝑅𝑋(𝜏 + Δ) + 𝑅𝑋(𝜏 + 2Δ) + 𝑅𝑋(𝜏 − Δ) + 𝑅𝑋(𝜏)

    +𝑅𝑋(𝜏 + Δ) + 𝑅𝑋(𝜏 − 2Δ) + 𝑅𝑋(𝜏 − Δ) + 𝑅𝑋(𝜏)

= 3𝑅𝑋(𝜏) + 2𝑅𝑋(𝜏 + Δ) + 2𝑅𝑋(𝜏 − Δ) + 𝑅𝑋(𝜏 + 2Δ) + 𝑅𝑋(𝜏 − 2Δ)

 

 

Poiché l’autocorrelazione di 𝑌(𝑡) non dipende da 𝑡 il processo stesso risulta essere SSL.  
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b) A questo punto è possibile valutare lo spettro di potenza di 𝑌(𝑡), ottenendo 

 

𝑃𝑌(𝑓) = ℱ{𝑅𝑌(𝜏)}

= 3𝑃𝑋(𝑓) + 2𝑒
𝑗2𝜋𝑓Δ𝑃𝑋(𝑓) + 2𝑒

−𝑗2𝜋𝑓Δ𝑃𝑋(𝑓) + 𝑒
𝑗4𝜋𝑓Δ𝑃𝑋(𝑓) + 𝑒

−𝑗4𝜋𝑓Δ𝑃𝑋(𝑓)

= 𝑃𝑋(𝑓)[3 + 2𝑒
𝑗2𝜋𝑓Δ + 2𝑒−𝑗2𝜋𝑓Δ + 𝑒𝑗4𝜋𝑓Δ + 𝑒−𝑗4𝜋𝑓Δ]

= 𝑃𝑋(𝑓) [3 + 4 cos 2𝜋𝑓Δ + 2 cos 4𝜋𝑓Δ]⏟                    
𝐺(𝑓)

= 𝑃𝑋(𝑓)𝐺(𝑓) 

 

 

Osservando con attenzione l’andamento della 𝐺(𝑓) si nota però che, essendo 1 Δ⁄ ≫ 𝐵, 

essa assume un andamento quasi costante nella banda d’interesse 𝑓 ∈ [−𝐵; 𝐵] 

 

 
 

Poiché all’esterno dell’intervallo [−𝐵; 𝐵] lo spettro di potenza di 𝑋(𝑡) è nullo, e 

considerando pressoché costante e pari a 9 il valore di 𝐺(𝑓) in tale intervallo, si può 

quindi scrivere che 

𝑃𝑌(𝑓) ≈ 9𝑃𝑋(𝑓) 
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2) Rappresentando l’intero sistema nella forma seguente 
 

 
 

si ottiene che 
 

𝑦(𝑡) = (ℎ𝑐 ∗ 𝑠)(𝑡)⏟      
𝑠𝑟(𝑡)

+ (ℎ𝑐 ∗ 𝑛0)(𝑡) + 𝑛1(𝑡)⏟            
𝑛𝑒𝑞(𝑡)

= 𝑠𝑟(𝑡) + 𝑛𝑒𝑞(𝑡) 

 

e quindi lo schema di partenza può anche essere ridisegnato come nella figura sottostante 
 

 
 

Inoltre, lo spettro dei vari segnali può essere rappresentato come di seguito 
 

 

 

a) Il calcolo della potenza per il segnale 𝑠𝑟(𝑡) può quindi essere effettuato ponendo 

 

𝑃𝑠𝑟 = ∫ |𝐻𝑐(𝑓)|
2𝑃𝑠(𝑓) 𝑑𝑓

∞

−∞

= ∫ Λ(
𝑓

3𝐵
)Λ (

𝑓

𝐵
)  𝑑𝑓

𝐵

−𝐵

= 2∫ (
𝑓

3𝐵
+ 1) (

𝑓

𝐵
+ 1)  𝑑𝑓

0

−𝐵

= 2∫ (
𝑓2

3𝐵2
+
4𝑓

3𝐵
+ 1)  𝑑𝑓

0

−𝐵

= 2 [
𝑓3

9𝐵2
+
2𝑓2

3𝐵
+ 𝑓]

−𝐵

0

=
2𝐵

9
−
4𝐵

3
+ 2𝐵 =

8𝐵

9
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mentre la potenza dei rumori in ricezione può essere calcolata come segue 

 

𝑃𝑛0,𝑟 = ∫ |𝐻𝑐(𝑓)|
2𝑃𝑛0(𝑓) 𝑑𝑓

∞

−∞

= 𝜂0∫ Λ(
𝑓

3𝐵
)  𝑑𝑓

2𝐵

−2𝐵

= 2𝜂0∫ (
𝑓

3𝐵
+ 1)  𝑑𝑓

0

−2𝐵

= 2𝜂0 [
𝑓2

6𝐵
+ 𝑓]

−2𝐵

0

= −
4𝜂0𝐵

3
+ 4𝜂0𝐵 =

8𝜂0𝐵

3

𝑃𝑛1 = ∫ 𝑃𝑛1(𝑓) 𝑑𝑓
∞

−∞

= 𝜂1∫ 𝑑𝑓

𝐵
2

−
𝐵
2

= 𝜂1 [𝑓]
−
𝐵
2

𝐵
2
= 𝜂1𝐵

 

 

Il rapporto segnale-rumore all’uscita del sistema sarà quindi  

 

(
𝑆

𝑁
) =

𝑃𝑠𝑟
𝑃𝑛𝑒𝑞

=
𝑃𝑠𝑟

𝑃𝑛0,𝑟 + 𝑃𝑛1
=

8𝐵
9

8𝜂0𝐵
3 + 𝜂1𝐵

=
1

3 (𝜂0 +
3𝜂1
8 )

 

 

b) L’applicazione di filtri di enfasi e de-enfasi, rispettivamente sul lato trasmittente e 

ricevente, è realizzata ponendo il sistema nella forma presentata di seguito 

 

 
 

Dove il rumore equivalente a valle del canale ha ovviamente spettro di potenza pari ad 

 

𝑃𝑛𝑒𝑞(𝑓) = |𝐻𝑐(𝑓)|
2𝑃𝑛0(𝑓) + 𝑃𝑛1(𝑓) 

 

 
 

La soluzione per la risposta dei filtri dovrà tuttavia essere valutata solo relativamente alla 

banda d’interesse, ossia considerando 𝑓 ∈ [−𝐵; 𝐵] ed eliminando tutto ciò che è 

all’esterno (che rappresenterà solo rumore). 
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Analiticamente avremo 

 

 |𝐻𝐸(𝑓)|
2 =

𝛼𝐾√𝑃𝑛𝑒𝑞(𝑓)

|𝐻𝐶(𝑓)|√𝑃𝑠(𝑓)
=

{
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 𝛼𝐾√𝜂0 (1 −

𝑓
3𝐵
)

√1 −
𝑓
3𝐵  

√1 −
𝑓
𝐵

𝑓 ∈ ]
𝐵

2
; 𝐵[

𝛼𝐾√𝜂0 (1 −
𝑓
3𝐵
) + 𝜂1

√1 −
𝑓
3𝐵
  √1 −

𝑓
𝐵

𝑓 ∈ ]0;
𝐵

2
[

𝛼𝐾√𝜂0 (
𝑓
3𝐵
+ 1) + 𝜂1

√ 𝑓
3𝐵
+ 1  √

𝑓
𝐵
+ 1

𝑓 ∈ ]−
𝐵

2
; 0[

𝛼𝐾√𝜂0 (
𝑓
3𝐵
+ 1)

√ 𝑓
3𝐵
+ 1  √

𝑓
𝐵
+ 1

𝑓 ∈ ]−𝐵;−
𝐵

2
[

=

{
 
 
 

 
 
 

𝛼𝐾√𝜂0

√1−
|𝑓|
𝐵

𝑓 ∈ ]−𝐵;−
𝐵

2
[ ⋃ ]

𝐵

2
; 𝐵[

𝛼𝐾√𝜂0 +
3𝐵𝜂1
3𝐵 − |𝑓|

√1 −
|𝑓|
𝐵

𝑓 ∈ ]−
𝐵

2
;
𝐵

2
[

                                 

 

|𝐻𝐷(𝑓)|
2 =

𝐾√𝑃𝑠(𝑓)

𝛼|𝐻𝐶(𝑓)|√𝑃𝑛𝑒𝑞(𝑓)
=

{
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 𝐾√1−

𝑓
𝐵

𝛼√1 −
𝑓
3𝐵
 √𝜂0 (1 −

𝑓
3𝐵
) 

𝑓 ∈ ]
𝐵

2
; 𝐵[

𝐾√1 −
𝑓
𝐵

𝛼√1 −
𝑓
3𝐵
 √𝜂0 (1 −

𝑓
3𝐵
) + 𝜂1

𝑓 ∈ ]0;
𝐵

2
[

𝐾√
𝑓
𝐵
+ 1

𝛼√
𝑓
3𝐵
+ 1√𝜂0 (

𝑓
3𝐵
+ 1) + 𝜂1

𝑓 ∈ ]−
𝐵

2
; 0[

𝐾√
𝑓
𝐵
+ 1

𝛼√
𝑓
3𝐵
+ 1 √𝜂0 (

𝑓
3𝐵
+ 1) 

𝑓 ∈ ]−𝐵;−
𝐵

2
[

=

{
 
 
 
 

 
 
 
 𝐾√1−

|𝑓|
𝐵

𝛼 (1 −
|𝑓|
3𝐵
)√𝜂0

𝑓 ∈ ]−𝐵;−
𝐵

2
[ ⋃ ]

𝐵

2
;𝐵[

𝐾√1 −
|𝑓|
𝐵

𝛼 (1 −
|𝑓|
3𝐵
) √𝜂0 +

3𝐵𝜂1
3𝐵 − |𝑓|

𝑓 ∈ ]−
𝐵

2
;
𝐵

2
[

 

 

 

le cui rappresentazioni grafiche (prescindendo dai valori costanti) sono le seguenti 
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3) La rappresentazione della risposta impulsiva del tempo è mostrata di seguito 

 

ℎ[𝑛] = 𝛿[𝑛] − 𝛿[𝑛 − 2] 
 

 
 

a) La risposta armonica può essere valutata direttamente attraverso la trasformata di 

Fourier a tempo discreto (DTFT) della risposta impulsiva, ottenendo 

 

𝐻(𝜈) = ∑ ℎ[𝑛]𝑒−𝑗2𝜋𝜈𝑛
∞

𝑛=−∞

= 1 − 𝑒−𝑗4𝜋𝜈

= 2𝑗𝑒−𝑗2𝜋𝜈 (
𝑒𝑗2𝜋𝜈 − 𝑒−𝑗2𝜋𝜈

2𝑗
) = 2𝑗𝑒−𝑗2𝜋𝜈 sin 2𝜋𝜈

 

 

dove i diagrammi di modulo |𝐻(𝜈)| = 2|sin 2𝜋𝜈| e fase ∡𝐻(𝜈) =
𝜋

2
− 2𝜋𝜈 + ∡sin 2𝜋𝜈 

sono mostrati di seguito  
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b) Il calcolo della risposta del sistema 𝑦[𝑛] all’ingresso 𝑥[𝑛] = {2
↓

, 2,1,1,2,2} può essere 

ottenuto per convoluzione con la risposta impulsiva attraverso 

 

𝑦[𝑛] = (ℎ ∗ 𝑥)[𝑛] = ∑ 𝑥[𝑚]ℎ[𝑛 − 𝑚]

∞

𝑚=−∞

 

 

L’analisi della risposta può quindi essere effettuato per via grafica, come mostrato 

successivamente, ottenendo l’uscita 𝑦[𝑛] = {2
↓

, 2, −1,−1,1,1, −2, −2} 

 

 


